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L’'Assurance-Vie et les contrats €

Deux grands types de contrats d'épargne :

@ les contrats en € ou mono-support, investis en fonds euro, les
sommes versées sont garanties, voire revalorisées, par
['assureur;

@ les contrats multi-supports comportant a la fois un fonds euro
et des Unités de Compte (UC), e.g. valeurs mobilieres comme
des ETFs (actions, obligations), le capital n'est pas garanti.

Assurance-Vie en France (2015) : encours de 1500 milliards €
dont 80% en contrats euros et 20% en contrats UC.
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Clauses optionnelles dans le cas du contrat en euros

Plusieurs options sont possibles dans ce cas :

e Taux Minimum Garanti (TMG) : rémunération minimale
durant la vie du contrat;

@ Participation aux Bénéfices (PB) : les assureurs ont
I'obligation de reverser dans un délai de 8 ans une partie de
leur bénéfices;

o [‘option de rachat : I'assuré peut exercer a tout moment son
option de rachat, c.-a-d. percevoir la valeur de rachat de son
contrat : I'assureur doit garantir a tout moment la valeur
acquise du capital.
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Interaction Actif-Passif

Facteurs de risques impactant |'actif :

@ taux d'intérét;

@ taux de croissance de |'économie;

@ inflation;

@ indices de consommation, . ..
Formellement : n facteurs de risque xi(t), ..., xn(t)
Impact sur le contrat (le passif) :

@ Taux de revalorisation rs(t) = f(x1(t),...,xn(t)).
e Taux de rachat u(t) = g(t, x1(t), ..., xa(t)).
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Engagements et réglementation

Solvabilité 2 : Renouvellement des méthodes de provisionnement et
de détermination de fonds propres d'une compagnie d’'assurance.

TABLE: Bilan schématique d'une compagnie d'assurance a t.

Actif Passif
A: : Actifs E; : Fonds Propres —  dette vis-a-vis

des actionnaires

(obligations, actions, immo) | PT, : Provisions Techniques —  dette vis-a-vis
des assurés
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Solva 2 vs Solva 1

Solva1: — Les PT sont calculées de maniere prudente,
i.e. taux d'actualisation minorés.
— Les FP calculés sur la base de 4% des PT (en vie),
sur la base du ratio Prime/Sinistre (en non-vie).
— Les actifs sont comptabilisés en valeur historique.

Solva 2 : — PT sont calculées de maniere réaliste,
— Les actifs sont comptabilisés en valeur économique.
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Engagements et réglementation — Solvabilité 2

Pilier 1 : normes quantitatives de calcul des provisions techniques (PT)

PT = BE + RM, BE =E¥“™ | S x5,

t>1
ol
X: = F;— C; + Frais — Chargement
0; = facteur d’actualisation
Q" = risques couvrables (proba. risque-neutre)
P"™ = risques non couvrables (proba. historique)

Pilier 1 : définition de capitaux minimum pour les fonds propres.

ex : SCR (Solvency Capital Requirement) : Capital cible nécessaire pour
absorber un risque majeur (la crise < bicentenaire ).
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Solvency Capital Requirement

SCR plus petit montant x pour lequel P(E; < 0 | By = x) = 0.5%.
Approximations :
e Formule standard

e Modéle interne
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Engagements et réglementation — Solvabilité 2

Pilier 2 : Own Risk Solvency Assessment (ORSA)
La compagnie doit &tre en mesure d'évaluer en interne ses risques et sa
solvabilité :

@ Etablissement d’un plan stratégique

@ l|dentification de son profil de risque et de son appétance aux risques
a I'horizon du plan stratégique

@ Inclusion des affaires nouvelles (New Business)

En pratique : projection du bilan (en particulier du SCR et du ratio fonds
propres/SCR) a I'horizon du plan stratégique (5 ans)
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Problemes posés par le pilier 2

Pilier 1 : consensus pour |'évaluation du Best Estimate a une date donnée

@ Gestion actif-passif (ALM) a la date de cléture année ¢t

@ Génération de Scénarios Economiques (GSE) sur les n facteurs de
risques x1(s),...,x,(s), s >t

— Best Estimate a la date t

Pilier 2 : nécessité de rebalancer le bilan pour les années postérieures

Problémes posés :

@ Trop de facteurs de risques : risque de sur-paramétrisation, difficulté
d'interprétation des résultats

@ Méthodes trop lourdes, inopérantes en pratiques
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Prestations d'un contrat d'épargne en €

Contrat d'épargne en € avec

@ un versement de prime unique,
@ revalorisée a un taux (taux servi) rs(t),
@ sur un horizon fini T > 0,

@ avec option de rachat ou l'instant de rachat est noté 7.

Valeur de rachat a la date t :  VR(t) = VR(0) exp (fot rs(u)du)
Prestations : Fe = VR(T)licrcT+ VR(T)1, 7

On note 1(t) le taux de rachat c.-a-d. la fonction de hasard associé a
I'instant de rachat.
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Différents modéles de rachat

Le rachat d'un contrat d'épargne peut étre motivé en général par un
besoin de liquidité (rachat structurel) ou faire suite 3 une variation des
taux d'intérét (rachat conjoncturel).

Plusieurs cadres sont utilisés en général pour décrire le phénomene de
rachat :

@ économétrique : [Kim05, TKC02];

@ micro-économétrique : [FLPO7];

@ statistique : [Kag05];

@ financier : [Pru96, Bac03, Siu05, BBM09, GLJ0O, TL03, MY05]
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Rachat et Participations aux Bénéfices

Dans [BPJ14], les auteurs explicitent le taux servi et le taux de
rachat comme fonctions du taux court r(t) et d'un facteur de
risque x(t) lié a la politique de PB :

rs(t) = (£, x(t), r(t)), () = g(t, x(t), r(t)).
Exemples :

o f(x,r)=x+r, g(x,r) = pi —nx, pi,n >0,
o f(x,t)=x+r, g(x,r) = pi+nx_,
o f(x,r)=max(x +r, TMG),

g(x, r) = min(1, max(0, pc(x) + pi))
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Exemple de fonction de taux de rachat (ACPR)
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Représentation probabiliste du BE (1)

Espace de probabilité (Q, F,F,P) supportant (x(t))s>0 et (r(t))e>o-
P=Q"@P*®P, F = (F¢)t>0, 7TF —temps d'arrét d'intensité p.
P* : non mutualisable, non couvrable, P? : mutualisable, non couvrable.

Ici, le risque démographique est supposé compléetement mutualisé par le
biais d'une fonction de hasard déterministe qui s’aggrégera avec la partie
structurelle du taux de rachat. = on ne tient pas compte de P?.

BE(t,T) = EY&¥ (e* J S VR() e ret | ]-'t>

+EQh®]}»x (67 jtT r(s)ds VR( T)17—>T ‘ ]:t) ,
= BE4(t, T)+ BEs(t, T).
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Représentation probabiliste du BE (2)

On peut voir que

.
BE,(t,T) =1, / EQ" o [ [P ds () VR(s) | ft] ds,

t

et
BEs(t,T) = lr>tEQh®Px (e_ S trteruts)) ds VR(T) | ft) .

Soit sur 7 >t :

.
BE(t, T) = EQ"®F [ / e Er ) ds ) VR(5) ds
t

IS VR(T) | 7]
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Expression en fonction du ratio BE/PM

o(t,x(t), r(t)) = BE(t, T)/ PM(t).

ot x(1),r(t)) = ECeF [ / . ( / (1) — r(w) — p(w) ds) (s)ds

;
Fexp ( / (ra(s) — 1(5) - u(S))dS> | ft] .
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Cas particulier de solutions explicites

o Diffusions (x, r) affines et fonctions f et g linéaires (voir
[Bif05, BMOG6]

@ Dans [BPJ14], on fait I'hypothese rs(t) = r(t) 4+ x(t) ol x(t) est un
processus de type OU :
dx(t) = k(xe — x(t)) dt + o dB(t)
et pu(t) = pi — nx(t).
Intéréts :

o le ratio ¢ ne dépend plus de r(t)!

o Interprétation simple des facteurs k (taux de réponse de
I'assureur dans |'ajustement de sa politique de taux servi) et o
(stabilité de la stratégie de taux servi).
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Modele différentiel général

On suppose que les diffusions (r(t))¢>o0 et (r(t))e>o satisfont les EDS
dx(t) = me(t,x(t))dt + ox(t, x(t))dB«(t),
dr(t) = m(t,x(t))dt + or(t,x(t))dB(t),

Le théoréme de Feynman-Kac montre alors que ¢ = ¢(t, x, r) satisfait 'EDP

80 b Lo+ (- Pg+(F -6 =0,
¢(T,X7r):17

ol L est le g.i. de la diffusion (x, r).
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Simulation en dimension 1 — g(x) = u; — nx

X0 = —0.005, xo0 = 0 k =0.34, 0 = 0.011

BE/PM i =0 -~ code EDP -~ mu = mui - eta*x -- eta = 2 BE/PMI() 2 différentes dates t —- Vol. spread = 0.011 -~ k = 0.34
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Simulation en dimension 1 — g(x) = u; + nx_

X0 = —0.005, xo0 = 0 k =0.34, 0 = 0.011

BE/PM 4 t=0 -~ code EDP -~ mu = mui + eta‘max(-x,0) -- eta = 2 BE/PMI() 4 différentes dates t -~ Vol. spread = 0.011 -~ k =0.34
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Simulation en dimension 1 — g(x) type ACPR

a=-5%, 8=-2%,v=1%, 0 =5%, tmax = 20%,

—5%, ui =5%

Hmin =

xo = —0.005, xo0 = 0

BE/PM 4 t=0 -~ code EDP -~ mu = gg_acpr(x)
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Remarques

e Croissance (et convexité) du BE pour 1 € de PM en fonction
de x;

@ Convergence vers les temps longs vers la solution stationaire
de
Lo+ (1—¢)g+ (f—r)p=0.
@ Pour des valeurs de o petites le provisionnement croit avec le

taux de réponse k et décroit pour des valeurs de volatilités
Supérieures.
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Valorisation des clauses optionnelles en Assurance-Vie

Cas du TMG : une EDP en dimension 2

TMG = 1.5% < min(rs(0), rs(c0)),
(x0,r0) = (2%, 0.5%), (kx,0x) = (0.3,0.008),
(kr, o) = (0.18,0.02) (kr, o) = (0.18,0.02)

BE/PM & t=0 -~ code EDP 2d avec rachat exogéne —- mu = gg_acpr(x) -~ TMG = 0.015 - X0 = 0.02 -- 10 = 0.005 BE sans rachat optimal, TMG = 0.015, k_x = 0.3, sig_x = 0.008, k_r = 0.18, sig_r = 0.02
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Cas du TMG : une EDP en dimension 2

TMG = 2.5% < min(rs(0), rs(c0)),
(x0,r0) = (2%, 0.5%), (kx,0x) = (0.3,0.008),
(kr, o) = (0.18,0.02) (kr, o) = (0.18,0.02)

BE/PM & t=0 -~ code EDP 2d avec rachat exogéne —- mu = gg_acpr(x) -~ TMG = 0.025 - X0 = 0.02 -- 10 = 0.005 BE sans rachat optimal, TMG = 0.025, k_x = 0.3, sig_x = 0.008, k_r = 0.18, sig_r = 0.02
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Remarques

@ Sur les figures de gauche : on représente le ratio BE/PM en
(x0, r0) = (2%, 0.5%) pour plusieurs valeurs du couple (ky, o).
Le provisionnement est toujours décroissant avec la volatilité o,
mais contrairement au cas de la dimension 1 il est également
décroissant par rapport a k, et ceci quelque soit la valeur de o,.

@ Sur les figures de droite : on représente le ratio BE/PM pour
plusieurs valeurs de (xo, ro) et une seule valeur de
(kx, 0x) = (0.3,0.008).
L’influence du TMG est manifeste pour les faibles revalorisations
(x < 0). Le provisionnement y est indépendant de x mais seulement
de r (dans le sens de I'actualisation). Pour les grandes valeurs de x,
on retrouve l'aspect 1d.
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Un probleme d’arrét optimal

Un souscripteur sensible a I'environnement démographique et financier via un
taux de rachat p peut tenter de racheter son contrat avec I'ambition de
maximiser son gain : dans ce cas, le ratio ¥(t) = BE(t, T)/PM(t) s'écrit

w(ex(@.r(0) =sup.r 5 | oo ([ (5(0) - r0) ~ ) as) uts)as

rew ([ (09) - rts) — utshas) | 7]

t

— EQ'®P [/T
+exp ( / " ()~ rls) - M(S))d5> | ft] .
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Une inéquation variationnelle

Sous des hypotheses de régularité minimale sur ), on peut montrer
que ¥ = 9)(t, x, r) satisfait I'inéquation
oy
max E+£w+(1—¢)g+(f—r)w,1—¢ = 0,
(T,) = 1.
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Zone de rachat

Cette approche permet de caractériser des régions de |'espace
(x, r) ou le rachat a effectivement lieu (zone de sortie vs zone de
continuation). On peut encadrer cette zone :

L )g e <0 = w=1 = f=r<r

En dimension 1 : la zone de rachat est donc incluse dans {x < 0}.

En dimension 2 : la zone de rachat est incluse dans
{x<0}n{r> TMG}.
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Probleme linéaire complémentaire

Semi-discrétisation en temps (T = NAt, t, = nAt, " ~ (tp,-)) +
Schéma d'Euler rétrograde :

max (" — "+ AtLY" + At(f —r — g™ + Atg" 1 — ") =0,

avec )V = 1. Soit a résoudre a chaque pas de temps le probleme
suivant : connaissant 9" résoudre en X

max(G — BX,1 - X) =0,
G = ¢n+1 + Atg"+l,

B=1—AtL— At(f —r—g"1)l,
X = .
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Algorithme d'Howard

On note Q4 la grille de calcul en x (dimension 1) ou en (x, r) (dimension 2).
@ /nitialisation : On considére une partition initiale de QA comme
Qa = Qa1 UQp, avec Qp; = Qa et Qp, = 0.

Q Etape 2k — 1 : Etant donnée une partition Qa = QkA,l U QkAg, on définit
X* par
G-BXx¥ = 0 dansQj;,

Xk =1 danstA’Q.

(3] Etape 2k : Etant donné X*, on définit une nouvelle partition de Qa en
comparant les valeurs de G — BX* avec 1 — X*

Ql = {i](6-BX*) 21-x/}
Ql = {i](G-BX*)<1-x/}
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Simulation en dimension 1 — f(x,r) = x + r, g(x) ACPR

o = —5%, ,8 = —1%, Y= 1%, (5 = 3%, Mmax = 20%, Kmin = _5%, i = 5%
(x0, X0 ) = (—0.5%, 0), (ke o) = (0.34,0.011)

BE/PM a =0 - Rachat rationnel -~ code EDP -~ mu = gg_acpr(x) BE/PM(0 4 différentes dates t Rachat rationnel -~ Vol. spread = 0.011 -- k =0.34
06 ¥
o
1
055 4 2
3
3
054 s
6
7
0.5 4 &
5
g 135 4
2 H
2 0354 o g 134
Z o034 125
g
124
0254
115 |
02
114
015 4 / 1.05 |
0.1 T T 1 T f T T 1 T T T T T T
0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 02  -015  -01  -005 0 005 01 015 02
Volatilté du spread rs - Spread s - 1

Jacques Printems printems@u-pec.fr Evaluation d’engagements dans un cadre ORSA



Un probleme d’ t optimal
Stratégie rationnelle de rachat Une inéquation variationnelle
Résolution numérique

Simulation en dimension 1 — f(x,r) = x + r, g(x) ACPR

a=-5%, B=-1%, v=1%, 6§ = 3%, ttmax = 20%, fimin = —5%, pu; = 5%.

ZOOM (ky,0x) = (0.34,0.011), comparaison avec/sans stratégie rationnelle

BE/PM(0) a différentes dates t Rachat rationnel -~ Vol. spread = 0.011 -- k =034 BE/PM() & t=T=10 -~ Vol. spread = 0.011 -- k =0.34
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Un probleme d’arrét optimal
Stratégie rationnelle de rachat Une inéquation variationnelle
Résolution numérique

Remarques

e Décroissance du provisionnement p/r au taux de réponse ky
quelque soit la volatilité de la stratégie de |'assureur oy ;

@ On observe dans la figure agrandie (ZOOM) la décroissance de
la zone de rachat comme fonction de la distance a la maturité.
A mettre en constraste avec ce qui se passe dans le cas
d'absence de stratégie optimale. Ici, le soucripteur est de plus
en plus sensible au rachat lorsque se rapproche la maturité.

@ On constate |'aspect stationnaire du ratio BE/PM ~ 1 au
voisinage du rachat (raccord C! au voisinage de la zone de
rachat).
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Un probleme d’ t optimal
Stratégie rationnelle de rachat Une inéquation variationnelle
Résolution numérique

Simulation en dimension 2 — Cas du TMG

TMG = 1.5% < min(rs(0), rs(c0)),
(x0,r0) = (2%, 0.5%), (kx,0x) = (0.3,0.008),
(kr, o) = (0.18,0.02) (kr, o) = (0.18,0.02)

BE/PM 4 t=0 - code EDP 2d avec rachat rationel -- mu = gg_acpr(x) -~ TMG = 0.015 -- X0 = 0.02 -- 10 = 0.005
o.

(Howard), TMG = 0.015, k_x = 0.3, sig_x = 0.008, k_r = 0.18, sig_r = 0.02
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Un probleme d’ t optimal
Une inéquation variationnelle
Résolution numérique

Stratégie rationnelle de rachat

Simulation en dimension 2 — Cas du TMG

TMG = 2.5% < min(rs(0), rs(c0)),
(x0,r0) = (2%, 0.5%), (kx,0x) = (0.3,0.008),
(kr, o) = (0.18,0.02) (kr, o) = (0.18,0.02)

BE/PM 4 t=0 -~ code EDP 2d avec rachat rationel -- mu = gg_acpr(x) -~ TMG = 0.025 -- X0 = 0.02 -- 10 = 0.005
o.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

@ Dérivation d'un modele numérique d’EDP afin d'évaluer le BE d'un
assureur et de facon off-line. L'idée principale est la modélisation
parcimonieuse de la politique de PB a I'aide d'un facteur de risque
x(t) intervenant avec le taux d'intérét r(t) dans la formule du taux
de revalorisation rs = f(t, x(t), r(t)) et du taux de rachat

= g(t,x(t), r(t)).

@ Seules les dynamiques de x et r ainsi que les fonctions f et g sont
nécessaires a |'intégration de I'EDP et sont laissées a la discrétion
de I'assureur.

@ Permet le traitement du cas du rachat optimal. Dans ce cas, |'espace
(x, r) est partitionné en zone de rachat et zone de continuation.
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Conclusions et perspectives

Perspectives

@ Cette classe de méthode (formules explicites, intégration numérique
par EDP, ...) permet un gain de temps substantiel lors de la mise
en place d'un modele ORSA. En effet, dans ce cas, on doit estimer
le provisionnement le long des trajectoires simulées de I'actif de la
compagnie, en général, par MonteCarlo sous probabilité
risque-neutre. Peut étre vue comme une alternative au LSMC.

@ |l reste a trouver un équilibre entre une description exhaustive des
risques et le risque associé de surparamétrisation, et I'interprétation
simple de ses paramétres. On peut concevoir un modele d'EDP en
dimension plus grande : vers les sparse grids.
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