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This talk
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1. (Very) brief reminder on optimal transportation

2. Generalizing coherent and regular risk measures to the multivariate case

3. Generalizing Kusuoka’s theorem on coherent regular risk measures
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What is optimal transport?
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At the start of the XVth century, Paris had 17 public fountains, and 250.000 
inhabitant… that is a fountain for every 15.000 inhabitants



A problem of supply and demand…
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Suppose each fountain has a capacity of 15.000 users
Inhabitants are uniformly spread on the surface of the city
Fountains are not uniformly spread…
Without a regulating mechanism, people will choose the closest fountain. 
Some will be overused, others will be underused.
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… regulated by prices
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One can use a system of differentiated prices for each fountains: raise the 
prices of the fontains in excess demand, and decrease the prices of the 
fountains in excess supply
there is a system of equilibrium prices which adjusts supply to demand:
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… attained by a Walrasian auction
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On this animation one can see an example of Walrasian auction process 
which leads to determination of equilibrium prices.



Some remarks
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The mechanism adjusting prices to regulate demand is nothing else than a 
Walrasian “tâtonnement” algorithm, which leads to numerical 
determination of prices, as put forward by Paul Samuelson in 1947.

The need for differentiated prices to regulate demand is related to the 
fact that fountain distribution is not uniform. There is actually a strong 
connection between this problem and the Gini index.

The fact that the distribution of facilities (here, fountains) is discrete is the 
present case but can be taken continuous without conceptual 
modifications.
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Formalisation: Walrasian equilibrium

8Alfred Galichon – Chaire Finance & Développement Durable – March 26, 2008



Monge‐Kantorovich problem and Brenier theorem
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Applications of the Monge‐Kantorovich problem 
to Economics
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Many existing works:
Hedonic models (Chiappori, Ekeland, Heckman)
Mechanism design (Carlier)
Urban economics (Ekeland, Carlier)
General equilibrium (Levine)

Many perspectives…
1. Partial identification in econometrics (with I. Ekeland et M. Henry)
2. Specification tests (with V. Chernozhukov)
3. Risk measures (with M. Henry)
4. New matching algorithms (with G. Carlier et F. Santambrogio)
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Today
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COMONOTONIC MEASURES OF MULTIVARIATE RISKS

(joint work with Marc Henry, Université de Montréal)

paper available at 
http://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=1115729
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Motivation 
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This paper
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The Value‐at‐Risk (VaR) 

14Alfred Galichon – Chaire Finance & Développement Durable – March 26, 2008



Desirable axioms for a risk measure 
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Maximal correlation risk measure
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The problem

17Alfred Galichon – Chaire Finance & Développement Durable – March 26, 2008

Problem: what can be said for risks which are multidimensional?

Interest? risk usually has several dimension (price/liquidity ; 
multicurrency portfolio ; environmental/financial risk, etc.)

Literature on multivariate risk measure: Jouini, Meddeb, & Touzi (2004); 
Rüschendorf (2006) focus on coherent measures. We look to generalize 
regular measures as well.



Higher dimension extension
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What are the difficulties in extending risk measures to the multivariate case?
COHERENCE

Monotonicity
Translation invariance
Convexity
Positive homogeneity

REGULARITY
Law invariance
Comonotonic additivity

Not obvious
OK

OK
OK

OK
Not obvious



How to extend comonotonicity?
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Financial interpretation: X and Y are comonotonic if they share a 
common maximal risk exposure.

Geometric interpretation: X and Y are comonotonic if they have the 
same L2 projection on the equidistribution class of U.



Extending comonotonicity
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Illustrating comonotonicity
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The subtleties of higher‐dimensional comonotonicity
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Extending maximal correlation risk measures
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interest of this variational formulation? admits a natural generalization in 
higher dimension.



A representation result
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Conclusion
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Examples of application: measures of risks which have several 
components which are not perfect substitutes for each other

environmental/financial risk
price/liquidity risk
multi‐currency portfolio
etc.

Link with Non‐Expected‐Utility theory (Schmeidler, Yaari…): risk measures 
can be interpreted as (the opposite of) utility functionals over lotteries.
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Thank you !
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