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On pose un problème d’optimisation stochastique en temps discret
(instant final T ), structure d’information causale (boucle fermée).

Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Les variables aléatoires
intervenant dans le problème d’optimisation sont les suivantes.

Wt : Ω→W : bruit affectant le système à l’instant t.

Ut : Ω→ U : commande appliquée à l’instant t.
On note U = (U0, . . . ,UT−1), et U = L2(Ω,A,P; UT ).

Xt : Ω→ X : état physique du système à l’instant t.
On note X = (X0, . . . ,XT ), et X = L2(Ω,A,P; XT +1).

Yt : Ω→ Y : information disponible à l’instant t.

Exemples : Yt = (W0, . . . ,Wt) ou Yt = Xt .

SOWG Commande optimale stochastique
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Problème d’optimisation stochastique en temps discret

min
(U,X)∈U×X

E
( T−1∑

t=0

Lt(Xt ,Ut ,Wt+1) + K (XT )

)
, (1a)

sous les contraintes X0 = W0,

(dynamique) Xt+1 = ft(Xt ,Ut ,Wt+1), (1b)

(mesurabilité) Ut � Yt , (1c)

(ponctuelle) Ut ∈ Uas
t P-p.s.. (1d)

Forme épurée du problème

min
U∈U

E
(
j(U,W)

)
, (2a)

sous les contraintes U ∈ Ume, (2b)

U ∈ Uas. (2c)

SOWG Commande optimale stochastique
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Cadre markovien

Sous les hypothèses Yt = Xt et (W0, . . . ,WT ) est un bruit blanc,
le contrôle optimal à t est en feedback sur l’état : Ut = γt(Xt).

Algorithme de la programmation dynamique

Pour tout x ∈ X,

VT (x) = K (x),

Vt(x) = min
u∈Uas

t

E
(

Lt(x , u,Wt+1) + Vt+1

(
ft(x , u,Wt+1)

))
.

Difficultés d’application

Explosion combinatoire en x (malédiction de la dimension).

Pas d’application directe des méthodes de décomposition.

SOWG Commande optimale stochastique
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Principes de la méthode des arbres de scénarios

L’approche est basée sur un schéma Discrétisation – Optimisation.
On suppose (pour simplifier) que Yt = (W0, . . . ,Wt)

Partant de N scénarios (Wk
t )k=1,...,N

t=0,...,T , générer un arbre : en
tout nœud, passé unique et (idéalement) plusieurs futurs.

Écrire le problème d’optimisation sur l’arbre (la contrainte
Ut � (W0, . . . ,Wt) est automatiquement satisfaite. . . )

Résoudre (; couple de particules (X]
i ,U

]
i ) en tout nœud i).

Principales caractéristiques

Résultats aléatoires.

Explosion combinatoire en t.

Pas de difficulté particulière de décomposition.

Pour t ≈ 0, petit nombre de particules de bonne qualité.

SOWG Commande optimale stochastique
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Méthodes particulaires
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.

Figure: Programmation dynamique / Arbres de scénarios.
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On s’intéresse tout particulièrement à trouver des méthodes de
résolution qui :

permettent d’obtenir des stratégies de commandes
(comme dans la programmation dynamique),

permettent de s’attaquer à des problèmes de grande taille
(comme dans la programmation stochastique).
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L’approche est basée sur un schéma Optimisation – Discrétisation.

On écrit les conditions d’optimalité du problème (1).

On approxime les opérateurs d’espérance (conditionnelle)
apparaissant dans ces conditions à l’aide de scénarios de bruit.

Les conditions d’optimalité approximées permettent de mettre en
œuvre des algorithmes de type gradient pour résoudre le problème.

On cherche donc :

à se placer dans la lignée des méthodes de type Monte Carlo
(comme la méthodes des arbres de scénarios). . .

sans pour autant avoir à construire un tel arbre de scénarios
(qui “appauvrit” les chroniques de bruits dont on dispose).

Référence : [Dallagi, 2007].
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Condition d’optimalité d’un problème sous contraintes

Soit U] une solution du problème :

min
U∈U

E
(
j(U,W)

)
sous U ∈ Ume ∩ Uas.

Ume = L2(Ω,F,P; U), F sous-tribu de A (mesurabilité),

Uas =
{

U ∈ U , U(ω) ∈ Uas P-p.s.
}

(contraintes ponctuelles).

Une condition nécessaire d’optimalité est :

U] = projUas∩Ume

(
U] − εj ′>u (U],W)

)
,

= projUas

(
U] − εE

(
j ′>u (U],W)

∣∣ F
))
.

La preuve s’appuie sur les deux résultats suivants :

Notant J(U) = E
(

j(U,W)
)

, on montre que : J′(U)(ω) = j′u (U(ω),W(ω)), P-p.s..

Les deux ensembles Uas et Ume sont tels que l’on a : projUas∩Ume = projUas ◦ projUme .

SOWG Commande optimale stochastique
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Élimination des variables d’état

Incorporation récursive de la dynamique (1b) dans le coût (1a)
pour éliminer les variables intermédiaires d’état Xt :

j(u,w) =
T−1∑
t=0

L̃t(u0, . . . , ut ,w0, . . . ,wt+1) + K̃(u0, . . . , uT−1,w0, . . . ,wT ),

Dérivation de la fonction j (technique de l’état-adjoint)

(j)′ut
(u,w) = (Lt)′u(xt , ut ,wt+1) + λ>t+1(ft)′u(xt , ut ,wt+1).

(x0, . . . , xT ) suit la dynamique “forward” :

x0 = w0, xt+1 = ft(xt , ut ,wt+1).

(λ1, . . . , λT ) est choisi pour suivre la dynamique “backward” :

λT = K ′>(xT ), λt = (Lt)′>x (xt , ut ,wt+1) + (ft)′>x (xt , ut ,wt+1)λt+1.

SOWG Commande optimale stochastique
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Méthodes particulaires
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Condition d’optimalité : cas non-adapté

On suppose que Yt = (W0, . . . ,Wt) et on note Ft = σ(Yt).
Soit (U],X]) une solution du problème (1). Alors, il existe

un processus (λ]
1, . . . ,λ

]
T ) vérifiant :

X]
0 = W0, X]

t+1 = ft(X]
t ,U

]
t ,Wt+1) (pour mémoire),

λ]T = K ′>(X]
T ), λ]t = (Lt)′>x (X]

t ,U
]
t ,Wt+1) + (ft)′>x (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)λ]t+1,

U]
t =projUas

t

(
U]

t−εE
(
(Lt)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)+(ft)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)λ]t+1

∣∣ Ft

))
.

La preuve est une conséquence des deux résultats vus précédemment :

calcul du gradient par la technique de l’état-adjoint,

conditions d’optimalité sur l’ensemble Ume ∩ Uas.
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Méthodes particulaires
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Condition d’optimalité : cas adapté

On obtient un résultat analogue au précédent en remplaçant le
processus (λ]

1, . . . ,λ
]
T ) par sa version adaptée :

Λ]
t = E

(
λ]

t

∣∣ Ft

)
.

Les conditions d’optimalité deviennent alors :

Λ]T = K ′>(X]
T ),

Λ]t = E
(

(Lt)′>x (X]
t ,U

]
t ,Wt+1) + (ft)′>x (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)Λ]t+1

∣∣∣ Ft

)
,

U]
t =projUas

t

(
U]

t−εE
(
(Lt)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)+(ft)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)Λ]t+1

∣∣ Ft

))
.

La preuve est une conséquence directe de E
(
·
∣∣ Ft

)
= E

(
E
(
·
∣∣ Ft+1

) ∣∣∣ Ft

)
.

SOWG Commande optimale stochastique



,

Introduction et motivations
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Condition d’optimalité : cas markovien

Sous l’hypothèse (W0, . . . ,WT ) bruit blanc, on montre que la
commande et l’état-adjoint sont mesurables par rapport à l’état :

Λ]t+1 � X]
t+1 ; Λ]t+1 = µt+1(X]

t+1),

U]
t � X]

t ; U]
t = γt(X]

t ),

Les conditions d’optimalité deviennent dans ce cas :

Λ]T = K ′>(X]
T ),

Λ]t = E
(

(Lt)′>x (X]
t ,U

]
t ,Wt+1) + (ft)′>x (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)Λ]t+1

∣∣∣ X]
t

)
,

U]
t =projUas

t

(
U]

t−εE
(
(Lt)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)+(ft)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)Λ]t+1

∣∣ X]
t

))
.

La preuve se fait par récurrence. Le point techniquement délicat est de montrer que U]
t � X]

t .
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Passage de l’espérance conditionnelle à l’espérance

On reprend le calcul de l’état-adjoint :

Λ]t = E
(

(Lt)′>x (X]
t ,U

]
t ,Wt+1) + (ft)′>x (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)Λ]t+1

∣∣∣ X]
t

)
.

Comme Λ]t+1 = µt+1(X]
t+1) = µt+1

(
ft(X]

t ,U
]
t ,Wt+1)

)
, le terme sous

l’espérance conditionnelle est de la forme Ht(X]
t ,U

]
t ,Wt+1) :

Λ]t = E
(

Ht(X]
t ,U

]
t ,Wt+1)

∣∣∣ X]
t

)
.

Comme U]
t � X]

t et comme Wt+1 et X]
t sont indépendantes, le

calcul de cette espérance conditionnelle revient à “figer” les
variables aléatoires X]

t et U]
t et à intégrer par rapport à Wt+1.

C’est donc un calcul d’espérance.

On obtient une conclusion similaire pour le calcul du gradient :

E
(
(Lt)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1) + (ft)′>u (X]

t ,U
]
t ,Wt+1)Λ]t+1

∣∣ X]
t

)
.
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Initialisation.

Tirer un N-échantillon (Wk
t )k=1,...,N

t=0,...,T des trajectoires du bruit.

Initialiser les trajectoires (Uk
t )k=1,...,N

t=0,...,T−1 de la commande.

Itération `.
Intégrer l’état le long de chaque trajectoire du bruit :

Xk
0 = Wk

0 ,

Xk
t+1 = ft

(
Xk

t ,U
k
t ,W

k
t+1

)
.

Intégrer l’état-adjoint en temps rétrograde :

Λk
T = K ′>(Xk

T ),

Λk
t =

1

N

N∑
j=1

(Lt)′>x (Xk
t ,U

k
t ,W

j
t+1) + (ft)′>x (Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1)µ̂t+1

(
ft(Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1)

)
.

L’espérance est obtenue par approximation de Monte Carlo et
l’approximation µ̂t+1 de µt+1 est un opérateur d’interpolation
basé sur les couples (Xk

t+1,Λ
k
t+1)k=1,...,N .
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Itération ` (suite).
Calculer les particules de gradient :

Gk
t =

1

N

N∑
j=1

(Lt)′>u (Xk
t ,U

k
t ,W

j
t+1)+(ft)′>u (Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1)µ̂t+1

(
ft(Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1)

)
.

Mettre à jour les particules de commande :

(Uk
t )+ = projUas

t

(
Uk

t − εGk
t

)
.

Test de convergence.

Étape finale.

Obtenir une approximation γ̂t du feedback γt à l’aide d’un
opérateur d’interpolation basé sur les couples (Xk

t ,U
k
t )k=1,...,N .

Remarque. On pourrait faire les itérations sur les lois de feedback
approximées γ̂t plutôt que sur les particules (Uk

t )k=1,...,N .
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Figure: Programmation dynamique / Méthodes particulaires.
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On dispose d’une batterie d’algorithmes de nature variationnelle.

Ces algorithmes utilisent des chroniques “brutes” de scénarios.

L’algorithme se cantonne aux zones de l’espace où “vit” la solution.

Dans le cas Markovien, on se ramène à des calculs d’espérance.

Influence de l’opérateur d’interpolation dans la mise en œuvre ?
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Introduction

Nous supposons maintenant que le problème de commande
optimale a une structure décomposable.

On est à la recherche de stratégies en feedback sur un état :
le cadre naturel est celui de la programmation dynamique.

But

L’objectif de la décomposition est de remplacer la résolution d’un
“grand problème” par la résolution de plusieurs problèmes de plus
petite taille.
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Notations

On considère trois types de variables aléatoires :

un état Xi
t à l’instant t pour l’unité i ;

une commande Ui
t à l’instant t pour l’unité i ;

un aléa Wt à l’instant t.

On supposera ici :

que les bruits sont blancs (ou qu’ils ont été “blanchis”) ;

qu’on observe tout le passé des bruits.
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Le problème

Problème considéré



min
X,U

E

(
T−1∑
t=1

n∑
i=1

Li
t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
+

n∑
i=1

K i
(
Xi

T

))
s.c. Xi

t+1 = f i
t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
,

�� ��couplage temporel

n∑
i=1

Ui
t = 0,

�� ��couplage spatial

Ut est σ
{

W1, . . . ,Wt

}
-mesurable,

�� ��couplage probabiliste

+ contraintes de borne sur X et U.
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Décomposition

Un problème séparable
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Remarques

Ce type de problème est courant en pratique : gestion de
production, gestion multi-portefeuilles.

On pourrait de la même manière envisager un couplage dans
la fonction objectif.
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Remarques

On sait qu’à l’optimum la commande est Xt-mesurable : le cadre
naturel est celui de la programmation dynamique.

Malédiction de la dimension

L’équation de la programmation dynamique

ne peut être résolue “frontalement” pour une dimension
d’état > 4 environ.

ne se décompose pas :

la stratégie d’une unité dépend en général de l’état de toutes
les unités : Ui

t � X1
t , . . . ,X

n
t ;

le choix de feedbacks locaux : Ui
t � Xi

t est généralement très
sous-optimal.
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Dualité (1)

On a toujours le droit d’écrire que le problème original est
équivalent à :

min
X,U

max
λ

E

(
T−1∑
t=0

(
n∑

i=1

Li
t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
− λt

n∑
i=1

Ui
t

)
+

n∑
i=1

K i
(

Xi
T

))
,

s.c. Xi
t+1 = f i

t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
,

Ut est Ft-mesurable.

↪→ Le multiplicateur λt est une variable aléatoire Ft-mesurable.
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Dualité (2)

Si le lagrangien a un point-selle, on peut échanger minimisation et
maximisation:

max
λ

min
X,U

E

(
T−1∑
t=0

(
n∑

i=1

Li
t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
− λt

n∑
i=1

Ui
t

)
+

n∑
i=1

K i
(

Xi
T

))
,

s.c. Xi
t+1 = f i

t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
,

Ut est Ft-mesurable.
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Dualité (3)

À λ fixé, le problème de minimisation est décomposable:

min
Xi ,Ui

E

(
T−1∑
t=0

(
Li

t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
− λtUi

t

)
+ K i

(
Xi

T

))
,

s.c. Xi
t+1 = f i

t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
,

Ui
t est Ft-mesurable.

Problème

On ne connait rien sur les corrélations en temps de λ.

⇒ On ne sait pas résoudre les sous-problèmes par programmation
dynamique sur l’état local (ou sur un état “augmenté” de
petite taille).
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Méthodes particulaires
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Dual Approximate Dynamic Programming (1)

L’heuristique consiste à restreindre l’espace dual afin d’être
capable de résoudre les sous-problèmes par programmation
dynamique sur un état de petite taille.

Hypothèse

Nous supposons que les multiplicateurs ont une certaine
dynamique indépendante de la commande.

Cette hypothèse a été justifiée sur un problème simple par
[Strugarek, 2006].
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Dual Approximate Dynamic Programming (2)

Ainsi, on est amené à résoudre :

Le i-ème sous-problème

min
Xi ,Ui

E

(
T−1∑
t=0

(
Li

t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
− λtUi

t

)
+ K i

(
Xi

T

))
,

s.c. Xi
t+1 = f i

t

(
Xi

t ,U
i
t ,Wt+1

)
,

λt+1 = αtλt + βtWt+1 + γt ,

Ui
t est Ft-mesurable.

La coordination revient à mettre à jour les paramètres α, β, γ de
la dynamique.
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Justification de la dynamique des multiplicateurs

[Strugarek, 2006] montre, sur un problème très particulier, que les
prix suivent une dynamique en marche avant :

λt+1 = λt + γ
[

(1 + α) Dt+1 −Dt − αE
(
Dt+1

)
− α

(
Wt+1 − E

(
Wt+1

)) ]
,

avec Dt une partie du bruit.
↪→ Si on ajoute Dt et λt dans l’état, les sous-problèmes peuvent
alors être résolus par programmation dynamique en dimension 3.
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L’algorithme [Barty et al., 2009]

αk , βk , γkParamètres à l’itération kÀ l’itération k + 1

Sous-problème 1 . . . Sous-problème i . . . Sous-problème n
On résoud les sous-problèmes

par programmation dynamique

Û1(X1,λ
k ) . . . Ûi (Xi ,λ

k ) . . . Ûn(Xn,λ
k )On obtient des stratégies

On met à jour la dynamique

des prix afin de

satisfaire la demande

On simule N échantillons λk,(j) et

on met à jour les prix par un pas de gradient

µ
k+1,(j)
t = λ

k,(j)
t − γ

n∑
i=1

Û
(j)
t,i ∀j = 1, . . . ,N

Régression / Identification des paramètres de la dynamique(
αk+1, βk+1, γk+1

)
= R

(
µk+1,(1), . . . ,µk+1,(N)

)
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Remarques

Contrairement au cas déterministe, on doit ici ajouter cette
étape de régression.

Parallèle

On se sert des variables duales (multiplicateurs) pour
“résumer” l’état global du système.

Une approche classique dans l’industrie, la décomposition par
agrégation [Turgeon, 1980], consiste à résumer l’état global
du système à l’aide de variables primales.

↪→ Il semble plus évident de mettre en œuvre DADP sur des
systèmes hétérogènes.
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Méthodes particulaires
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Décomposition par les prix “classique”
Dual Approximate Dynamic Programming

Convergence des coûts primaux et duaux

Sur un problème convexe avec une fonction objectif fortement convexe :
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Coûts primaux (en rouge) et duaux (en bleu) au cours des itérations.
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Convergence du multiplicateur
Itération 1
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Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.

Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 10
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Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.

Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 20
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Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.

Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 50
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Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.

Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 90
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Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.

Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Décomposition

Un problème séparable
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Conclusion

Les méthodes classiques présentées atteignent rapidement
leurs limites lorsque la taille du problème augmente (horizon
de temps ou dimension d’état).

L’alternative apportée par les méthodes particulaires a
l’avantage

de calculer des stratégies raisonnables ;
d’être une technique variationnelle (qui se mariera bien à une
technique de décomposition lagrangienne) ;
de se concentrer dans les régions “intéressantes” de l’espace
d’état (adaptée au cas ou la loi de l’état optimal a un petit
support comparé à l’ensemble de l’espace admissible).

mais ne semble pas échapper complètement à la malédiction
de la dimension.
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Conclusion (suite)

D’où l’intérêt des méthodes de décomposition, qui offrent des
résultats préliminaires prometteurs. Des pistes d’améliorations
comprennent :

S’affranchir de la restriction de l’espace dual (dynamique des
multiplicateurs).
Marier décomposition et méthodes particulaires.
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Décomposition

Un problème séparable
Décomposition par les prix “classique”
Dual Approximate Dynamic Programming

Construction d’un arbre de scénarios

t=0 t=1 t=2 t=3 t=T t=0 t=1 t=2 t=3 t=T

N scenarios Scenarios tree

Figure: Construction d’un arbre de scénarios.
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Conditions d’optimalité équivalentes

On considère le problème :

min
U∈Uad

J(U),

où Uad est un convexe fermé d’un espace de Hilbert U .

Soit U] une solution de ce problème.
Les conditions nécessaires d’optimalité suivantes :〈

J ′>(U]) ,U −U]
〉
≥ 0 ∀ U ∈ Uad,

U] = projUad

(
U] − εJ ′>(U])

)
∀ ε > 0.

sont équivalentes.
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Espérance conditionnelle et variables indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

Le calcul de l’espérance conditionnelle suivante :

E
(
f (X,Y)

∣∣ X
)

se réduit en fait à un simple calcul d’espérance. Posant :

F (x) = E
(
f (x ,Y)

)
,

on a l’égalité :
E
(
f (X,Y)

∣∣ X
)

= F (X).
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