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Introduction et motivations T
itations

et inconvénients

On pose un probléme d'optimisation stochastique en temps discret
(instant final T), structure d'information causale (boucle fermée).

Soit (2, A, P) un espace de probabilité. Les variables aléatoires
intervenant dans le probleme d’optimisation sont les suivantes.

o W, :Q — W : bruit affectant le systéme a l'instant t.

e U,:Q— U: commande appliquée a l'instant t.
Onnote U = (Ug,...,U;_ ), etU = L2(Q,A,P;UT).

e X, :Q — X : état physique du systéme a l'instant t.
On note X = (Xy,..., X7), et X = L%(Q, A, P; X7+,
@ Y,:Q — Y : information disponible a I'instant t.

Exemples : Y, = (W,,...,W,) ou Y, = X,.

t
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Probleme d'optimisation stochastique en temps discret

T-1

womin E( tzzg Le(Xy, Uy, W) + K(XT)>, (1a)
sous les contraintes X, = W,,

(dynamique) Xt+1 = ft(Xt, Ut? Wt+1)7 (1b)
(mesurabilité) u, =Y, (1c)
(ponctuelle) U, cU¥ P-ps. (1d)

Forme épurée du probleme

in E((U,W 2

min  E(j(U,W)), (2a)
sous les contraintes U € U™°, (2b)
Uecu®. (2¢)
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Introduction et motivations

Cadre markovien

Sous les hypotheses Y, = X, et (W,,..., W) est un bruit blanc,
le contrble optimal a t est en feedback sur I'état : U, = v:(X,).

Algorithme de la programmation dynamique

Pour tout x € X,
Vr(x) = K(x),
Vi(x) = min E(Lt(x, u, W, )+ Vt—‘,—l(ﬁf(X: U7Wt+1)))-

uelUz®

Difficultés d'application
@ Explosion combinatoire en x (malédiction de la dimension).

@ Pas d'application directe des méthodes de décomposition.
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Introduction et motivations

Principes de la méthode des arbres de scénarios

L'approche est basée sur un schéma Discrétisation — Optimisation.
On suppose (pour simplifier) que Y, = (W,...,W,)

L k=1,.,N .
o Partant de NV scénarios (WF);Z;7 ', générer un arbre : en

tout noeud, passé unique et (idéalement) plusieurs futurs.

o Ecrire le probleme d’optimisation sur I'arbre (la contrainte
U, < (W,,...,W,) est automatiquement satisfaite. .. )

@ Résoudre (~ couple de particules (XE, U?) en tout neeud /).

Principales caractéristiques
@ Résultats aléatoires.
Explosion combinatoire en t.

o
@ Pas de difficulté particuliere de décomposition.
o

Pour t ~ 0, petit nombre de particules de bonne qualité.
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Figure: Programmation dynamique / Arbres de scénarios.
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On s'intéresse tout particulierement a trouver des méthodes de
résolution qui :
@ permettent d'obtenir des stratégies de commandes
(comme dans la programmation dynamique),

@ permettent de s'attaquer a des problemes de grande taille
(comme dans la programmation stochastique).

SOWG Commande optimale stochastique



Principes et outils

Méthodes particulaires Conditions d'optimalité

Algorithme et résultats
Conclusions

© Méthodes particulaires
@ Principes et outils
@ Conditions d'optimalité
@ Algorithme et résultats
@ Conclusions

SOWG Commande optimale stochastique



Principes et outils

Méthodes particulaires Conditions d'optimalité

Algorithme et résultats
Conclusions

L'approche est basée sur un schéma Optimisation — Discrétisation.
@ On écrit les conditions d'optimalité du probleme (1).

@ On approxime les opérateurs d'espérance (conditionnelle)
apparaissant dans ces conditions a |'aide de scénarios de bruit.

Les conditions d'optimalité approximées permettent de mettre en
ceuvre des algorithmes de type gradient pour résoudre le probleme.
On cherche donc :

@ a se placer dans la lignée des méthodes de type Monte Carlo
(comme la méthodes des arbres de scénarios). . .

@ sans pour autant avoir a construire un tel arbre de scénarios
(qui “appauvrit” les chroniques de bruits dont on dispose).

Référence : [Dallagi, 2007].
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Méthodes particulaires

Condition d'optimalité d'un probleme sous contraintes

Soit U une solution du probleme :

H E H W me aS.
min ((U,W)) sous UeuU™nu

o U™ = [%(Q,F,P;U), F sous-tribu de A (mesurabilité),
o U = {U eU, Uw)eU» P—p.s.} (contraintes ponctuelles).

Une condition nécessaire d'optimalité est :
U¥ = projymryme (UF — T (UE,W)) |
= Projyas (Uﬁ — dE(jL',T(Uﬁ,W) | 9’)) .

La preuve s'appuie sur les deux résultats suivants :
@ Notant J(U) = E (j(U, W)), on montre que : J'(U)(w) = j/,(U(w), W(w)), P-ps..

@ Les deux ensembles U/?S et /™ sont tels que 'on a : projjasyyme = Projjas O projjyme.
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Elimination des variables d'état

Incorporation récursive de la dynamique (1b) dans le coiit (1a)
pour éliminer les variables intermédiaires d'état X, :
T-—1

J(u,w) = Z L(uo, ey U, WOy e, Weg) F R(uo, ey UT—1, WO, . . -, WT),
=0

Dérivation de la fonction j (technique de I'état-adjoint)

) (1, W) = (Le)y(xe gy wern) + Ap 1 (Fe)y(xe, e, Wegn)-
e (xo,...,x7) suit la dynamique “forward” :
X0 = Wo, Xt41 = ft(Xt, Ut, Wt+1)-

@ (A1,..., A7) est choisi pour suivre la dynamique “backward” :

AT = KIT(XT), At = (Lt);T(Xt, ut, Wt+1) A (ft);T(Xt, ut, Wt+1))\t+l-
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Condition d'optimalité : cas non-adapté

On suppose que Y, = (W,...,W,) et on note F; = o(Y,).
Soit (U¥,X*) une solution du probléeme (1). Alors, il existe
un processus ()\ji, s )\ﬁT) vérifiant :

X5 =W,, X!, =f(X; UL W)  (pour mémoire),
AL = KT(XE), A= (L) (X UL W) + (R)L (X5, UL W )AL,
U =projyge (U= ((Le)u (X, UE, Wiar)+(R),T (XE U We)AL, | 50)).

La preuve est une conséquence des deux résultats vus précédemment :

@ calcul du gradient par la technique de I'état-adjoint,

@ conditions d'optimalité sur I'ensemble L™ N 14?5,
P
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Condition d’'optimalité : cas adapté

On obtient un résultat analogue au précédent en remplagant le
processus ()\g, - ,)\ﬁT) par sa version adaptée :

Méthodes particulaires

N =E(X | F).
Les conditions d'optimalité deviennent alors :

Ns = KT (XE),
Af = E((L) (XE UL Wein) + (R) (XE UL WAL, | 50),

Uf =projuze (UE—eB((Le)l| (XE UL Wepn)+(A))T (XE UE WAL, | 52) ).

La preuve est une conséquence directe de ]E( . ‘ 9}) = ]E(]E( . { ?Hl) | 9}).
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Méthodes particulaires

Condition d'optimalité : cas markovien

Sous I'hypothese (W, ..., W) bruit blanc, on montre que la
commande et |'état-adjoint sont mesurables par rapport a I'état :

AEH = X§+1 ~ A§+1 = “Hl(xiiﬂ)a
UE=XE  ~ Uf=m(X)),
Les conditions d'optimalité deviennent dans ce cas :
Ny — KT(X5),
AE = E (LT (XE UL Wepr) + (R)C (XE UE WAL, | XE),

UE =projugs (UF—eB (LT (XE UL We)+(£)) (XE UL Wea)AL, | X))

La preuve se fait par récurrence. Le point techniquement délicat est de montrer que Uf = Xf.
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Méthodes particulaires

Passage de |'espérance conditionnelle a I'espérance

On reprend le calcul de I'état-adjoint :
A= E (L (XE UL Wepn) + (R)C (XE UL W )AL | XE).

o Comme AL = pea(XE ) = pen (f(XE UL, W, 1)), le terme sous
I'espérance conditionnelle est de la forme H.(X!, U} W,,;) :

N = B (XL UL W, | 1)

o Comme U! < X! et comme W,,; et X/ sont indépendantes, le
calcul de cette espérance conditionnelle revient a “figer” les
variables aléatoires X! et U? et & intégrer par rapport a W, ;.
C'est donc un calcul d'espérance.

On obtient une conclusion similaire pour le calcul du gradient :

E((Le), (X5 UL W) + (£), (XE UL WL )AL | XE).
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Méthodes particulaires

Initialisation.
@ Tirer un N-échantillon (Wf)<=}~¥ des trajectoires du bruit.
ooy, de la commande.

t=0,...

@ Initialiser les trajectoires (U¥)

Itération /.
o Intégrer I'état le long de chaque trajectoire du bruit :

Xg = W,
kK k g1k \nsk
Xfi = fi (XE UL WE ).
@ Intégrer I'état-adjoint en temps rétrograde :
/\k _ K,T(X,-(r),

N
1 . N .
Af = 5 D (L) (XEUE W) + (R (XE UE Wi e (ROXE UE, W)
j=1

L'espérance est obtenue par approximation de Monte Carlo et
I'approximation iy 11 de p¢11 est un opérateur d'interpolation
basé sur les couples (X& 1, Ak )e=toN,
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Itération ¢ (suite).
o Calculer les particules de gradient :

Gf =

2 \

N
Z Le)i" (KE, U, W )+(F)l (XS, UE, W) (ROXE, UE, W)

o Mettre a jour les particules de commande :
(UH" = Projyas (U’; - er) .
@ Test de convergence.

Etape finale.

@ Obtenir une approximation 7; du feedback ~; a I'aide d'un
opérateur d'interpolation basé sur les couples (X§, Uk)k=2-N,

Remarque. On pourrait faire les itérations sur les lois de feedback
approximées 7 plutdt que sur les particules (Uf)*=t".
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Figure: Programmation dynamique / Méthodes particulaires.

SOWG Commande optimale stochastiq



Principes et outils

P . . Conditions d’optimalité
Méthodes particulaires © OF :

Algorithme et résultats
Conclusions

On dispose d'une batterie d'algorithmes de nature variationnelle.
Ces algorithmes utilisent des chroniques “brutes” de scénarios.

L'algorithme se cantonne aux zones de I'espace ol “vit” la solution.

Dans le cas Markovien, on se ramene a des calculs d’espérance.

Influence de I'opérateur d'interpolation dans la mise en ceuvre ?
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Un probléeme séparable
Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Introduction

@ Nous supposons maintenant que le probleme de commande
optimale a une structure décomposable.

@ On est a la recherche de stratégies en feedback sur un état :
le cadre naturel est celui de la programmation dynamique.

L'objectif de la décomposition est de remplacer la résolution d'un
“grand probleme” par la résolution de plusieurs problemes de plus
petite taille.
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Un probléeme séparable
Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Notations

On consideére trois types de variables aléatoires :
e un état X! a I'instant t pour 'unité i ;
@ une commande Ui 3 I'instant t pour I'unité i ;
@ un aléa W, a l'instant t.
On supposera ici :
@ que les bruits sont blancs (ou qu'ils ont été "blanchis”) ;

@ qu’'on observe tout le passé des bruits.
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Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Le probleme

Probleme considéré

( T—1 n n
min E| D> L (XU W) +) K (XE)
: t=1 i=1 i—1

sc. Xy =1 (XLULW,,,).
n
>ui=o.
i=1
U, est o {W,, ..., W,} -mesurable,

+ contraintes de borne sur X et U.
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Un probléeme séparable
Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Remarques

@ Ce type de probleme est courant en pratique : gestion de
production, gestion multi-portefeuilles.

@ On pourrait de la méme maniére envisager un couplage dans
la fonction objectif.
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Un probléeme séparable
Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Remarques

On sait qu'a I'optimum la commande est X,-mesurable : le cadre
naturel est celui de la programmation dynamique.

Malédiction de la dimension

L'équation de la programmation dynamique

@ ne peut étre résolue “frontalement” pour une dimension
d'état > 4 environ.
@ ne se décompose pas :

o la stratégie d'une unité dépend en général de I'état de toutes
les unités : U < X1, ... X7 ;

o le choix de feedbacks locaux : Ui < Xi est généralement trés
sous-optimal.
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Un probleme séparable
Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Dualité (1)

On a toujours le droit d'écrire que le probleme original est
équivalent a :

T-1 n n n
minmax E (> (DL (xi, ui,wm) AN U YK (x"T) ,
’ t=0 \i=1 i=1 i=1

S.C. Xlt+1 = ft’ (X;.‘v ;.‘7Wt’+1) ’
U, est Fi-mesurable.

— Le multiplicateur X\, est une variable aléatoire F;-mesurable.
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Un probleme séparable
Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Dualité (2)

Si le lagrangien a un point-selle, on peut échanger minimisation et

maximisation:
T—-1 n n ) n
maxmin E (Y (0L (XLULWen) =AU + DK (XE) )
’ t=0 \ i=1 i=1 i=1

i (i oy
S.C. Xt+1 - ft ( ty t7Wt+1) )
U, est Fi;-mesurable.
t
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Un probleme séparable
Décomposition par les prix “classique”
Décomposition Dual Approximate Dynamic Programming

Dualité (3)

A X fixé, le probléme de minimisation est décomposable:

T-1
min E Z(L';(x';,u';,wm)—Atug)+K"(x"T) ,
XU £=0

sc. Xjy = (XLULW,,,),
U est F;i-mesurable.

Probleme

On ne connait rien sur les corrélations en temps de A.

= On ne sait pas résoudre les sous-problémes par programmation
dynamique sur I'état local (ou sur un état “augmenté” de
petite taille).
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Un probleme séparable
Décomposition par les prix “classique”
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Dual Approximate Dynamic Programming (1)

@ L'heuristique consiste a restreindre I'espace dual afin d’étre
capable de résoudre les sous-problémes par programmation
dynamique sur un état de petite taille.

Hypothese

Nous supposons que les multiplicateurs ont une certaine
dynamique indépendante de la commande.

o Cette hypothese a été justifiée sur un probléme simple par
[Strugarek, 2006].
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Dual Approximate Dynamic Programming (2)

Ainsi, on est amené a résoudre :

Le /-eme sous-probleme

T-1
)Z_qiSi E (Y (L (XLULW, ) = AUL) + K (XE) )
, \t=0

s.c. Xiq = f (X',;_, Ui7wt+1) )
A = @A+ BW g+,
U est F;:-mesurable.

La coordination revient a mettre a jour les paramétres «, 3, v de
la dynamique.
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Justification de la dynamique des multiplicateurs

[Strugarek, 2006] montre, sur un probléme trés particulier, que les
prix suivent une dynamique en marche avant :

A = A+ ’7[(1 +a)Dy; —D,—aE (Dt+1)
—a (W, —E (Wt+1>) }’
avec D, une partie du bruit.

< Si on ajoute D, et A, dans |'état, les sous-probléemes peuvent
alors étre résolus par programmation dynamique en dimension 3.
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L'algorithme [Barty et al., 2009]

Pardvidiuas tidhitération k

On résoud les sous-problemes
par programmation dynamique

H Sous-probléme 1 H cee H Sous-probléme i | cee H Sous-probleme n

On obtient des stratégies [ Ol(Xl,)\k) ] [ Oi(X;,)\k) ] [ [']n(xn’)\k) ]

On simule N échantillons A%:0) et

on met a jour les prix par un pas de gradient

n
k j k,(Jj OU §
MIH’(‘/):)\I’U)*’YZU?} Vi=1,...,N
=i

1

On met a jour la dynamique
des prix afin de

satisfaire la demande

Régression / Identification des paramétres de la dynamique

(ak+1, ﬁk+1’ 'YkH) _ R<uk+1’(1), o ,uk+1’(N))




Un probleme séparable
Décomposition par les prix “classique”
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Remarques

o Contrairement au cas déterministe, on doit ici ajouter cette
étape de régression.

Parallele

@ On se sert des variables duales (multiplicateurs) pour
“résumer” |'état global du systéme.

@ Une approche classique dans I'industrie, la décomposition par
agrégation [Turgeon, 1980], consiste a résumer |'état global
du systeme a |'aide de variables primales.

— |l semble plus évident de mettre en ceuvre DADP sur des
systemes hétérogenes.
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Convergence des colits primaux et duaux

Sur un probléme convexe avec une fonction objectif fortement convexe :

A VA W\/\AV”‘ YUV \/J,*\/,\,, AN VA AWM

@ Coiits primaux (en rouge) et duaux (en bleu) au cours des itérations.
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Convergence du multiplicateur

Itération 1

a

@ Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.
@ Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 10

@ Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.
@ Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 20

a

@ Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.
@ Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 50

a

@ Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.
@ Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Convergence du multiplicateur
Itération 90

a

@ Les prix optimaux (en noir) sont obtenus par programmation dynamique.
@ Les instabilités dans le bas de la courbe sont numériques.
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Conclusion

@ Les méthodes classiques présentées atteignent rapidement
leurs limites lorsque la taille du probléme augmente (horizon
de temps ou dimension d'état).

@ L’alternative apportée par les méthodes particulaires a
I'avantage

o de calculer des stratégies raisonnables ;

o d'étre une technique variationnelle (qui se mariera bien a une
technique de décomposition lagrangienne) ;

e de se concentrer dans les régions “intéressantes” de I'espace
d’état (adaptée au cas ou la loi de I'état optimal a un petit
support comparé a I'ensemble de I'espace admissible).

mais ne semble pas échapper completement a la malédiction
de la dimension.
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Conclusion (suite)

@ D’ou l'intérét des méthodes de décomposition, qui offrent des
résultats préliminaires prometteurs. Des pistes d'améliorations
comprennent :

o S’affranchir de la restriction de I'espace dual (dynamique des
multiplicateurs).
e Marier décomposition et méthodes particulaires.
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Construction d'un arbre de scénarios
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Figure: Construction d'un arbre de scénarios.
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Conditions d'optimalité équivalentes

On consideére le probleme :

in J(U),
oo /)

ol U est un convexe fermé d'un espace de Hilbert U.

Soit U* une solution de ce probleme.
Les conditions nécessaires d'optimalité suivantes :

(JT(UH,Uu-UH >0 YUeu™,

U? = projyad (Uti - eJ’T(Uﬁ)> Ve>0.

sont équivalentes.
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Espérance conditionnelle et variables indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes.
Le calcul de I'espérance conditionnelle suivante :
E(f(X,Y) | X)
se réduit en fait a un simple calcul d'espérance. Posant :
F(x) = E(f(x,Y)),

on a |'égalité :
IE(f(X,Y) ‘ X) = F(X).
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