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Présentation de la méthode de Monte Carlo

Loi des Grands Nombres

Xiy.ooy Xny oo ~iid p(dx)
f une fonction p—intégrable. Alors

YR BIFOO) = [ () - ps
i=1

e En statistique : les X; sont des observations, et on cherche a
estimer le paramétre inconnu E[f(X)]

e Approximation numérique : on simule les X; (ou une
approximation)

Méthode de Monte Carlo : simulation de (X;),>1, puis
approximation d'une quantité d'intérét a partir de |'échantillon

simulé lﬂ
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Présentation de la méthode de Monte Carlo

Théoréme de limite centrale

On note &,(f) : Z f(X;) — E[f(X)]
Si de plus 2 est u—mtegrable, alors

Vnen(f) — N (0,0%(f)) enloi, ot o?(f) = Var[f(X)]
En particulier :

Vnen(f)
{50
u, étant le quantile a/2 de la N(0,1)

— Intervalle de confiance
— Précision de la méthode de MC caractérisée par o(f) ﬂ

€ [—ua,ua]} — l1—-a«
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Présentation de la méthode de Monte Carlo

Exemples

[ ] U,', i Z 1~ Ild U([O, ].]), X,' = ]I{f(Ui)Z)\}

f)n::%ZX,- — p:=P{f(U) > A} ps.
i=1
Vn(pn—p) — N(0,p(1—p)) enloi

Si on veut 7”;(1;'3) < 1072, il faut choisir n > 1041_7"...

o9 =E [e’N] ou N ~ N(0,1). Alors
2
§=e7 et o:=Var [e’gN} = o2 _ 7’

. o -2 - .. 4 52 - )
Si on veut NG < 107%, il faut choisir n > 10 (e 1).. lﬂ

Pour 3=5... n>7 x 101?11
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Présentation de la méthode de Monte Carlo

Loi du logarithme itéré

Xi,...y Xn, ... ~iid p(dx), f une fonction p—intégrable
On rappelle

Zf(X —E[f(X)] et o*(f) = Var[f(X)]

_ n  ep(f)
I \/ =1
I,T_,Soip 2Ininn o(f)
L'erreur est en moyenne de I'ordre de \/n (TCL), et est au pire de

I'ordre de ‘/Nnir:nn
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Présentation de la méthode de Monte Carlo

Lien avec |'approximation numérique de I'intégrale

On veut calculer / f(x)dxy ... dxy
[0,1)¢
En dimension 1 (pour simplifier), on approxime par des formules du

type :

> mif(xi), m =0, Y, m=1 etxel0l]
i=1

—>x,-:%et7ro:7r,,:2—1n,7r,-:%pourl§i§n—1:>
convergenc en % et méme mieux si f est réguliére...
— = % pour tout i = 0,...,n et x; tirés au hasard dans

U([0,1]) = convergenc en % indépendemment de la dimension

et de la régularité de f lﬂ
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Présentation de la méthode de Monte Carlo

Réduction de variance

Idée générale : trouver une autre représentation
E[X] = E[Y]
telle que Var[Y] < Var[X]...

Exemples :

e Echantillonnage préférentiel
e Variables de controle
e Variables antithétiques
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Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Mouvement brownien

W : Ry x Q — R est un mouvement brownien si
o Wp=0et W(.,w) continu p.s.

@ W est a accroissements indépendants et
Wy — Ws ~ N(0,t — s)

W est a variation infinie et a variation quadratique donnée par

Z |Wi, — We,_,|> — t en proba quand sup|t; — tj_1| — 0
t; <t i

Conséquence directe : pour une fonction f réguliére :

LlOf | 10°f
f(t,Wt)—f(O,Wo)+/O <8t+282> d~|—/8(sW )g
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Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Equation différentielle stochastique

W mouvement brownien dans RY

Soient b: R, x RY — R? et oR; x R — S9 des fonctions
Lipschitz en x uniformément en t et a croissance linéaire. Alors
I'équation différentielle stochastique

dXt = b(t,Xt)dt+U(t,Xt)th

admet une unique solution Markovienne telle que

E &

sup |X:

< C(ElXP] +e)
0.7]

Formule d'It6 :

t
F(t, X)) = f(o,xo)+/ <gi+b.Df+;Tr [ao'l‘D2f]> (s, Xs)ds
0

t ¢
+ Df (s, Xs) - o(s, Xs)dWs lﬂ
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Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Formule de Feynman-Kac

On note
1
Lv(t,x) = b(t,x) - Dv(t,x)+ §Tr [(UJT)(t,X)D2V(t,X)
et on considére le probléme de Cauchy :
—@—Ev—i—kv—f:O
ot
v(T,x) =g(x)

S'il existe une solution réguliére V' a croissance polynomiale, alors
T
s T
V(t,x) = Eex [ / e~ Je KrXdrf (s, X )ds + g(Xr)e™ e KrnXner
t
ou, étant donné un mouvement brownien W, X est la solution de :

s s
Xs = Xt—i—/ b(r,Xr)dr—i—/ o(r, X,)dW, ﬂ
t t



Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Méthode de Monte Carlo pour les EDP linéaires

La représentation donnée par la formule de Feynman-Kac ouvre la
porte aux méthodes numériques probabilistes... pour simplifier, on
prend f =k =0

e Discrétisation d'Euler de I'EDS avec h := Tn_t, ti = ih, et
AW, =Wy, — W, i=0,...,n

Xg=Xo et X=X +b(ti_1, X )h+o(tii1, X AW,
On peut montrer que

limsup h™2E sup | X" — X|2 <00 et limsup h2E|X{ — X1 < o
h—0 [0,T] h—0

e On simule des copies indépendantes de la discrétisation d'Euler
XhJ j=1,...,N, et on calcule

Lég(X&) .. LGN, TCL... P
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Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Probléeme de couverture en finance

e Marché financier contenant un actif sans risque S° = 1, et un
actif risqué de processus de prix

dSt = diag[St]Utth

i, o adaptés, o inversible 4. ..

e Portefeuille Z/ : montant investi dans I'actif i a la date t.
Condition d'autofinancement = dynamique de la valeur du
portfeuille :

dYt = Zt . diag[st]_ldst
Probléme de surcouverture de la v.a. G > 0 Fr—mesurable :

Vo = inf{Yy: Y7 > G p.s. pour un certain Z € A}
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Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Solution : le modéle de Black-Scholes

La valeur de sur-couverture est donnée par
Vo = E[G]
De plus, il existe un portefeuille optimal Z* tel que
Y7\./°’Z* = G replication parfaite

e Si de plus p¢ = pu(t, St), or = o(t,St), G = g(S71), le prix de
Black-Scholes v(t,S;) = V; est caracterisé par I'EDP linéaire :

1
—Lv::—g:—rs-Dv—2Tr[aaTD2v]+rv:0 and v(T,.)=g

Nizar TOUZI METHODES DE MONTE CARLO POUR LES EDP NON



Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Le probléeme d'option américaine : une premiére EDP non

linéaire

Etant donné un processus de gain {G;,t € [0, T]}, on cherche
Vo = inf{Yo: Y;> G, t €0, T]p.s. pour un ceratin Z € A}

Par un argument similaire, ce probléme de sur-couverture se réduit
au probléme d'arrét optimal :

Vo = sup{E[G,]: T temps d'arrét < T}

e Si de plus pr = p(t, St), oe = o(t,S¢), Gr = g(St), le prix de de
I'option américaine v(t,S;) = V; est caracterisé par I'EDP frontiére
libre :

min{-Lv;v-g}=0 and ¥(T,)=¢g d
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Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Méthodes numériques probabilistes pour les options
américaines

Le prix d'une option américaine de payoff {G;,t > 0} :
Vo = sup{E[G;]: 7 stopping time < T}

peut &tre approximé par |'enveloppe de Snell :
Vi :=Gr et V= max{Gtk,E [ i 1].7-},(}}
ou ty :=kT/n, k=0,...,n

Dans le cas Markov, I'espérance conditionnelle E [-| ¢, | est une
regression, et peut étre approximée une approximation
implémentable Ef(V [-], ce qui conduit au schema implementable :

V-';-N = Gr et voN = max{Gtk,IAEf(V {\A/"N}}

ty tit1
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Représentation probabiliste de solutions d’EDP linéaires

Méthodes d’estimation de regression

Méthodes classiques en statistique :

e méthode des noyaux (suggérée dans le contexte des options
US par Carriére)

o Projection sur des bases de IL?(P) <Longstaff-Schwarz,
Gobet-Lemor-Warin AAP05>

Méthodes numériques probabilistes

@ Markov chain approximation <Kushner>
@ Stochastic mesh <Broadie-Glasserman>
@ quantification... <Bally-Pagés SPA03>

Integration par parties <Lions-Reigner 00, Bouchard-T. SPA04> lﬂ
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

The Pontryagin approach for stochastic control

e On consideére le probléme de contréle stochastique

T
v(t,x) = sup E¢x [/ f(r,X,",v) dr—i—g(XT”)}
t

veu

ot X" est un processus détat contrdlé
dX¢" = b(r,X¢",ve)dt+o(r, Xe", ve) dW
e On définit le Hamiltonien :
H(t,x,u,y,z) = f(t,x,u)+ b(t,x,u)-y+Tr [a(tr,x, U)TZ}
e Pour tout contrdle v, on introduit 'EDR rétrograde :
dYy = =VH(t,Xe,ve, Ye, Ze) dt + Zp - dW, with Y7 = Vg(XT),@
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

The Pontryagin Maximum Principle

e Soit 7 € U et X := X? |'état contrdlé correspondant, i.e.

dX. = V,H (t, Xe, De, Ve, Z) dt + V,H (t,)?t, be, Ve, Z) - dW,

Y, 2) : solution adaptée de I'EDS rétrograde (état adjoint) :

/

d\A/t = —VXH (t,),\(t,ﬁt, S\/t, 2t) dt + 2t . th avec s\/T = Vg()?'r)
e On suppose de plus pour tout t € [0, T] :

H (t, f(t,ll)t, \A/t,ét) = max H (t, )A<t,U, S\/t,zt>
uel
e Sous des conditions de convexité, ¥ est un contréle optimal
e Le triplet (X, Y, Z) est solution du systémes d'EDS ﬂ
Forward-Backward
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Preuve du principe du maximum de Pontryagin

e f =0 pour simplifier, h(t, x,y, z) := sup,cy H(t, x, u,y, z).
e Hypotheése : g et h concave en x Alors, pour v € U :
Elg(%r)] - Elgoxp] = B[(Xr-xy)- Ve (%r)]
= E[(&r-xy) - Vr— (%6 - X¢) - o]
- elirof(xx) 5
- EfOT[H (t,)A(t, Dr, Vi, Z)—H (t,xg, e, Vi, Z)
- ()“Q . X;’) V. H (t,)?t, or, Vi, Zﬂ dt
E [’ [h (t,f(t, Y, Z) —h (t,Xt”, %Z)
— ()AQ - Xg’) - Vyxh (t,)A(t, Y, Zﬂ dt
> 0 Pk

Y



Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Lien avec |'approche de Bellman

L'approche de Bellman est basée sur le Principe de la
Programmation Dynamique :

t+h
v(t,x) = 525 E¢ x [/ f(r,X,",v.)dr+v(t+ h,X”t+h)]
v t

dont la version infinitésimale est :

ov + sup {f(t,x7 u) + b(t, x,u)Dv + 1Tr[aaT(t,x, u)D2v]} =0
81.‘ uelU 2

avec la condition finale v(T,x) = g(x)

Sous quelques conditions de régularité, on a :

Ye=Dv(t,X:) et Zy=o(t,X;)TD?v(t, X¢)
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Definition (Pardoux and Peng)

Given X; :Xo—i—fot (s, Xs) ds—l—fo o(s,Xs)dWs, t >0, find an
FW —adapted (Y, 2) satisfying :

T T
Yo = g(Xr)+ f(r,Xr,Yr,Z,)dr—/ 7, - dw,
t t

ie. dYt = —f(t,Xt, Yt7 Zt)dt + Zt . th and YT = g(XT)
where the generator f : [0, T] x R x Rx R? — Ris
Lipschitz in (x, y, z) uniformly in t, and g(X7) € L?(P). Then
there is a unique solution satisfying
T
E sup | Ye|? +E/ |Z:2dt < oo
t<T 0

Moreover, there exists a measurable function V :
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Connection with PDE's

e By definition,
Yern = Ye = V(t+ h Xeppn) = V(8 Xe)

t+h t+h
= —/ f(Xr, Y,,Z,)dr+/ Z - o(Xp)dW,
t t
e If V/(t,x) is smooth, it follows from I1té’s formula that :
t-+h t-+h
/ LV(r, X, )dr + / DV(r.X;)-o(Xy)dW,
‘ ‘ t+h t+h
= —/ f(Xe, Y, Z)dr +/ Z, - dW,
t t

where LV := 0,V + b- DV + 3Tr[oo " D?V]. Then
—LV(t,x) —f (t,x,V(t,x),0 T DV(t,x)) = 0
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Feynman-Kac representation for semilinear PDE’s

Assume that the semilinear PDE
—LV(t,x)—f (t,x,V(t,x),0 ' DV(t,x)) =0, V(T,)=g

has a classical solution with polynomial growth. Then
v(t,x) = Y, where (Y, Z) is the solution of the BSDE :

X* = x+ [Fb(r, X )dr + [$o(r, X)dW,
YEX = g(XE) 4 [T (r, XY ZE) dr — [T ZEdw,

o For f =0 = v(t,x) = Y =E [g(X7")]

e Extension to fully nonlinear PDEs : Cheridito, Soner, T., Victoir
(CPAM 06)...

e This representation suggests numerical probabilistic schemes... ﬂ
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Discrete-time approximation of BSDEs

<Bally-Pagés SPA03, Zhang AAP04, Bouchard-T. SPA04>

Numerical solution of a semi-linear PDE by simulating the

associated backward SDE by means of Monte Carlo methods

Start from Euler discretization : Y{? = g (X{) is given, and

Y0 = —f (X2, Y0, Z0) At+Z0-0 (XD) AW,

i

Y/

it1
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Discrete-time approximation of BSDEs

<Bally-Pagés SPA03, Zhang AAP04, Bouchard-T. SPA04>

Numerical solution of a semi-linear PDE by simulating the
associated backward SDE by means of Monte Carlo methods
Start from Euler discretization : Y{? = g (X{) is given, and

E7[ — Yo =Y =—f (Xt’Y, Y, Zt”) Ati+Z;-o (Xt’,’) AW,

tit1 i i i

— Discrete-time approximation : Y” = g (X{) and

Y? = E? [Y"

i tit1

|+ v znag L o<i<n-1,
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Discrete-time approximation of BSDEs

<Bally-Pagés SPA03, Zhang AAP04, Bouchard-T. SPA04>

Numerical solution of a semi-linear PDE by simulating the

associated backward SDE by means of Monte Carlo methods

Start from Euler discretization : Y{? = g (X{) is given, and

—YP = —F (XD, YD, ZD) At+Z00 (XD) AW,

i

E/[AW,,, — YI

i+1 tiy1

— Discrete-time approximation : Y” = g (X{) and

Yy = Ef [Ygﬂ} + (X0, Y0, Z) At ,0<i<n—1
n n n AVVti
Z0 = E [Y%A;l]
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Discrete-time approximation of BSDEs

<Bally-Pagés SPA03, Zhang AAP04, Bouchard-T. SPA04>

Numerical solution of a semi-linear PDE by simulating the

associated backward SDE by means of Monte Carlo methods

Start from Euler discretization : Y{? = g (X{) is given, and

YD = —F (X0, Y0, Z0) AG+Z00 (XD) AW,

E/[AW,,, — YI ,,

i+1 it b

— Discrete-time approximation : Y” = g (X{) and

Yy = Ef [Ygﬂ} + (X0, Y0, Z) At ,0<i<n—1
n n n AVVti
Z0 = E [Y%A;l]

= Similar to numerical computation of American options ﬂ
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Discrete-time approximation of BSDEs, continued

O=to<t <...<ty=T, tj:=iL

Theorem (Zhang 04, Bouchard-T. 04) Assume f and g are
Lipschitz. Then :

lim sup n*/2 { sup || YY" — Yelle + || Z27 — Z||Hz} < 00
n—o0 0<t<1
Theorem (Gobet-Labart 06) Under additional conditions :

limsupn||Yy' — Yollrz < oo
o Pk
Weak error...
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Simulation of Backward SDE's

1. Simulate trajectories of the forward process X (well understood)

2. Backward scheme :

veoo= g(Xp)

Yfl:?—l = E?i—l Yf?] +f Xt,:?—17 Yt?—l’zg—l) Atp, 1<i<n,
fal = O AWt’.

Z., = B |y
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Principe du Maximum de Pontryagin Stochastique
EDS rétrogrades Markov Backward SDEs

Simulation of BSDEs : bound on the rate of convergence

Error estimate for the Malliavin-based scheme

Theorem Forp>1:

limsup max n~t=9/(4P)p1/2P H\A/t’.’ -Y!
n—oo 0<i<n ! !

P

1
For the time step - and limit case p=1:

1
rate of convergence of NG

if and only if
nmlmE N2 = /2 e N = n3+s

Recent developments in Crisan, Manolarakis and T. ﬂ
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Intuition
Convergence of the MC-FD scheme
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Intuition
Convergence of the MC-FD scheme

- . . N ical |
A Monte Carlo-Finite Differences scheme for nonlinear PDEs umerical examples

Introducing the scheme without reference to BSDEs

e Isolate a diffusion part in the equation :
1
0 = —w(t,x)— ElAv(t,x) —f (., v, Dv, D?v) (t, x)

e The Monte Carlo component Let Xg = x+ 1W;_;yp, s>t —h,
evaluate at (s, Xs), and take expectations :

0 = E [/ti—(vt + %Av)(s,Xs)ds —/tt

f(.,v,Dv, D2v) (s, Xs)ds]
—h

t

- v(t—h,x)—E[v(t,Xt)+/t f(.,v,Dv,Dzv)(s,Xs)ds]

e The Finite Differences component Natural approximation
h _ h i h
V(e —h,x) =B [v(t, X)| +h f <t,x, (E[D'Y (t,Xt)]>O§i§2>

for v(t — h,x), need vh(t,.), Dv/(t,.), D?v(t,.)!! ﬂ

—h



Intuition
Convergence of the MC-FD scheme

- . . N ical |
A Monte Carlo-Finite Differences scheme for nonlinear PDEs umerical examples

Intuition From Greeks Calculation

e Using the approximation f'(x) ~p—q E[f'(x + W})] :
e yz/(2h)
fl(x) ~ /f’ X+ y)———dy

p yer /(2/7) J
= + zZ -
/& nh¢% ly
_ E [f(x+ W,,)V:h}
e Similarly, by an additional integration by parts :

2 _ —y2/(2h)
" . y he™
o) = [ feen)” N

Ef(+W)WLW
= X h i
2 ok




Intuition
Convergence of the MC-FD scheme

Numerical examples

A Monte Carlo-Finite Differences scheme for nonlinear PDEs

A probabilistic numerical scheme for fully nonlinear PDEs

We have then reduced the scheme to :

vi(t — hx) =E [vh(t,Xt)}
O e )

Or, in BSDE notations V! = g (Xt’L) and for1<i<n:

VoL o= B[V A f (X0 0 20T )
AW,
rao= B v ]
o~ E YtnAWt,.AWti—At,-ld
i—1 = i ‘At,“z lg
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Intuition
Convergence of the MC-FD scheme

- . . N ical |
A Monte Carlo-Finite Differences scheme for nonlinear PDEs umerical examples

Connection with Finite Differences : X, := x + W,

e Consider the binomial approximation of the Brownian motion
1 1 "
‘W, ~ Vh <25{1} + 2(5{1}> Then :

W,

E [¢/(Xh)] =E [¢(xh)h} (x4 Vh) = d(x = Vh)

2vh

e With the trinomial approximation of the Brownian motion

1 2 1 !
"Wy ~ V3h <65{1} + 55{0} + 65{_;[}) Then :

Wi—h] _ d(x+v3h) — 2¢(x) + ¢ (x—/3h)
h2 3h ’
e NiZar TOUZI  METHODES DE MONTE CARLO POUR LES EDP NON L
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Intuition
Convergence of the MC-FD scheme

- . . N ical |
A Monte Carlo-Finite Differences scheme for nonlinear PDEs umerical examples

Convergence of the Discretization

<Fahim, T. and Warin 09>
Theorem (i) Suppose that f is Lipschitz uniformly in x and
el <V, f< oo¥. Then

Yo (t,x) — v(t,x) uniformly on compacts

where v is the unique viscosity solution of the nonlinear PDE.
(i) Iff is either convex in (y,z,~), i.e. HJB operator,

—ChY0 < v —vh < chY/*

e Proof by means of the viscosity theory for monotonic schemes
e In contrast with FD (Bonnans and Zidani), the present scheme is ﬂ
automatically monotic...
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An Implementable MC-FD Scheme

In order to define an implementable scheme, we consider an
approximation EVN of E, and :

\A/t’; :g( t’;)andforlgign:
ZRE :’A/tﬂ + At f (t,-,Xt”?il, Yo L ze f'!,-,l)
A N [ n AW,

ro= B ]

v an Ton IAWL2— A
rt,,l IEi—l _\/t",-7 ‘At,‘|2
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Convergence of the MC-FD Scheme

Assumption There exist constants C, A\, v > 0 such that for any
bounded function 1) :

H(@N_E)w(wh)H,-(Wh)Hp < CH N

where Ho(w) = 1, Hy(w) = w, Ho(w) = wlw — |

Theorem (i) Suppose that f is Lipschitz uniformly in x and
el <V, f < oo¥, and limp,_ h’\+2N;; = 00. Then

0h(t,x) — v(t,x)  uniformly on compacts

where v is the unique viscosity solution of the nonlinear PDE.
(ii) If f is either convex or concave in (y, z,7), i.e. HJB operator,
and lim,_o 1o Ny >0
_Ch1/10 < ”V— Oth < Ch1/4 lg
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Comments on the MC-FD scheme

e in BSDEs the drift coefficient u of the forward SDE can be
changed arbitrarily by Girsanov theorem : importance sampling...

e in the present setiing (fully nonlinear, 2BSDEs) both y and o can

be changed : previous theorem and numerical results however
recommend prudence...

Nizar TOUZI METHODES DE MONTE CARLO POUR LES EDP NON



Intuition
Convergence of the MC-FD scheme

A Monte Carlo-Finite Differences scheme for nonlinear PDEs U callSaples

Portfolio optimization

{S¢,t € [0, T]} price process of n financial securities
{0:,t € [0, T]} with values in R" : portfolio
{re,t € [0, T]} : interest rates process

Wealth process X! = Xo+ fot 0, - diag[S,]~1dS, + (XL? —0y-1)r,du
Portfolio optimization problem :

Vo = supE[—exp(—nX?—)}
ocA
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One dimensional implementation

re = 0 and dS; = Sio(dW; + Adt)
An explicit solution is available...

e V is the characterized by the fully nonlinear PDE

1.,(V,)?
—Vt+f/\2@ =0 and V(T,)=U
27V,
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Numerical results, one-dimensional market

“sortie_sobsde_erreur_relative” +

ok
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Varying the drift of the FSDE

Drift FSDE Relative error
(Regression)

-1 0,0648429
-0,8 0,0676044
-0,6 0,0346846
-0,4 0,0243774
-0,2 0,0172359

0 0,0124126
0,2 0,00880041
0,4 0,00656142
0,6 0,00568952
0,8 0,00637239
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Varying the volatility of the FSDE

Diffusion FSDE Relative error Relative error
(Regression)  (Quantization)
0,2 0,581541 0,526552
0,4 0,42106 0,134675
0,6 0,0165435 0,0258884
0,8 0,0170161 0,00637319
10, 0124126 0,0109905
1,2 0,0211604 0,0209174
1,4 0,0360543 0,0362259
1,6 0,0656076 0,0624566
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A two-dimensional example

r: = 0, and security price process defined by the Heston model :
ds; = S, (udt+ V Ytth(l))
dY, = k(m— Y,)dt+c\/Y; (,oth(l) +V/1- ,02th(2))

Then V(t,x,s,y) = V(t,x,y) is characterized by :

1 (v + peyviy )?
v, — k(m — — e Y =0
Vi (m—y)v, 2c YWy + v
V(T’X’y):—e_nx

A quasi explicit solution by T. Zariphopoulou :

1 T 2
exp (—/ lfds)
2)e Y
d\N/t = (k(m— \N/t)—,ucp)dt—l—c S‘/tth

v(t,x,y) = —e ™

Li-p?
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Numerical results : two-dimensional portfolio optimization

Error for schene two, financial problen one

8,87 T T T T T T U T T
valatility 0.2 scheme 3, ——
volatility 8,6 scheme? ——

volatility 1 schee 2 —%—

.06 | volatility 1.2 schene 2 —5— |

Difference

0.82 B.04 B6.86 0.88  B.1 8.12  8.14 0.16 6.18 8.2  8.22
tine step

Fig.: Difference between calculation and reference for the problem of ﬂ
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A five-dimensional example

Stochastic interest rate process

dre = r(b— re)dt + CdW®

Two tradable assets defined by :
dst = 1 SPdt + alm sPaw
{ vy = K (ml - Yt(1)> dt + cry/ Y w2
ds{? = s? (uzdt + oo/ Y dw Y
v = ko (m—vP)dt+ o/ YO dw?

(WO, W), w2 WD) w22) s 2 Brownian motion in RS 4a
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Numerical results : five-dimensional portfolio optimization

Solution of the financial 5 dimension problem uith 3 millions particules solution of the financial 5 dimension problen with 38 millions particules
-0.18 — -a.19 —
volatility 8.6 —— volatility 8.8 ——
Latility 1 —x— volatiliby 4 ——
-0.19 volatility
-0.2
-0.2
021 -a.21
-0.22
0,22
) H
& -0.23 =
2 K
-0.23
-8.24
-6.28 -0.24
-0.26
-0.25
-0.27
-0.28 -0.26
@02 0,04 0,65 088 6,1 0,12 014 0,16 0,8 0,2 8,22 6.02 0,04 0,06 0,08 6,4 012 08,14 0,16 0,8 8,2 0,22
tine step tine step

Fig.: Five dimensional portfolio optimization problem for different
volatilities with 3 millions and 30 millions particles
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Mean Curvature Flow : two connected circles

Mouvement of a codimension 1 submanifold along the inward
normal with speed proportional to the mean curvature
(codimension 1) :

D?u Du - Du
Ut—AU—WZO and U(O,):g
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Mean Curvature Flow : two intersecting circles
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Mean Curvature Flow : two connected circles |
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Mean Curvature Flow : two connected circles |l

-1t

o g HHHH

PSS 2
5% *in
AR A

4%

*X*XXXﬁX*
.

/ii

¥ #*
s

0% %+

e

-3

-2 -1 [:] 1

Fig.: Mean curvature flow problem in 2D l
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Mean Curvature Flow : a sphere in dimension 3

Error on the Hean Curvature Flow in 3D for a sphere
8,12 T

“Error schene 2 step B.05 volatility 1.8" ——
“Error schene 2 step 8,825 volatility 1,8" —»—
“Error scheme 2 step 8,8125 volatility 1,8" —*—

Error

-8.82 . . L .
]

tine

Fig.: Mean curvature flow problem for different time step and diffusions ﬂ
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