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Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesCouverture du risque : pourquoi ?
⊲ Dans un mar
hé 
omplet, si L est mesurable par rapport à la�ltration de mar
hé :L = E [L] +

∫ T0 φs .dSs , p.s.
⊲ Pourtant, les mar
hés de l'énergie (gaz, éle
tri
ité, ...) et lesmar
hés �nan
iers sont in
ompletsvolatilité sto
hastique,Pi
s de prix sur les 
ontrats spot ou day-ahead,Dépendan
e dans L par rapport au 
limat : température, ...
⊲ Quelques solutions :Sur-
ouverture : N. El-Karoui, M.-C.Quenez, 1995, ...Maximisation de l'utilité espérée : S.D. Hodges & al., 1989, I.Karatzas & al., 1991, N. El Karoui & al., 2000,...Minimisation du risque quadratique : H. Foellmer, D.Sonderman, 1986, M. S
hweizer, 1991, ...N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesMotivation et notationsTemps dis
ret : t0 = 0 < t1 < · · · < tM = TSour
e d'in
omplétudeL 
ontient une sour
e de risque Z := (Zℓ)0≤ℓ≤M observable maisnon-négo
iable sur le mar
hé.
⊲ d a
tifs négo
iables X = (Xℓ)0≤ℓ≤M , Xℓ v.a. à valeurs dans R

d .
⊲ Filtration : G = (Gℓ)0≤ℓ≤M , Gℓ := σ {Xi ,Zi ; 0 ≤ i ≤ ℓ}.
⊲ Exemple : fournisseur d'énergiea
hète une quantité aléatoire de gaz CM au prix SgM ,la vend à ses 
lients au prix �xe K ,Z := (Zℓ)0≤ℓ≤M , température.L = (SgM − K ) × CM ,où CM = a − bZM , dZt = −λ(Zt − µt)dt + σZdWt .N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesRisque statique et dynamique
ξ∗α := VaRα(L), où P (L ≤ ξ∗α) = α, et ,CVaRα(L) := E [L|L ≥ ξ∗α] .Proposition : Ro
kafellar, Uryasev, (2000).
E [L+] < +∞ et FL (stri
tement) 
roissante.CVaRα(L) = inf

ξ∈R

ξ+
11− α

E
[
(L− ξ)+

]
= ξ∗α+

11− α
E
[
(L− ξ∗α)+

]Dé�nition : Bardou, Frikha, Pagès (2009).Si L véri�e E [L+ | Gℓ] < +∞ p.s.
Gℓ-CVaRα(L) := ess inf

ξ∈L0
R
(Gℓ)

ξ +
11− α

E
[
(L− ξ)+ |Gℓ

]
.sous-add., pos. homogène, invar. trans. et monotone.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging
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Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesCouverture en CVaR à l'aide de stratégies auto�nan
éesStratégie à un pas vs. Stratégie dynamique
⊲ A =

{

θ = (θℓ)0≤ℓ≤M−1 , θℓ ∈ L0
Rd (Gℓ, P)

} :Stratégie dynamique, M rebalan
ements, gain∑M
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ.Stratégie un pas, un rebalan
ement en ℓ0 : θk ≡ θℓ0 ,k = ℓ0, · · · ,M, gain θℓ0 .(XM − Xℓ0).

⊲ Couverture dynamique du risque statique :inf
θ∈A

CVaRα

(L− M∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ

)

,

⊲ Couverture à un pas du risque statique :inf
θℓ0∈L0Rd (Gℓ0 )

CVaRα (L− θℓ0 .(XM − Xℓ0)) ,

⊲ Couverture à un pas du risque forward :inf
θℓ0∈L0Rd (Gℓ0 )

E [Gℓ0-CVaRα (L− θℓ0 . (XM − Xℓ0))] .N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesExisten
e de stratégie optimaleLe 
as des stratégies à un pas
⊲ Notons X = XM − Xℓ0 . On 
onsidère une version régulière de laloi 
onditionnelle de (L,X ) sa
hant Gℓ0 : Π(ω, dy , dx).HypothèsesL ∈ L1

R
(P), X ∈ L

1
Rd (P)ess infu∈L0

Rd (Gℓ0 ,P), |u|=1 E [(u.X )+ | Gℓ0 ] > 0 p.s.V : Ω × R × R
d de�ned byV (ω, ξ, θ) =

∫

ξ +
11− α

(y − θ.x − ξ)+
︸ ︷︷ ︸v(ξ,θ,y ,x)

Π(ω, dx , dy)Existen
e de stratégie optimaleIl existe une stratégie optimale (ξ∗α,2, θ∗α,2) ∈ R × L0
Rd (Gℓ0) (resp.

(ξ∗α,3, θ∗α,3) ∈ L0
R
(Gℓ0) × L0

Rd (Gℓ0)).N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesEléments de la preuveOn 
her
he à résoudre :inf
θ∈L0

Rd (Gℓ0)
CVaRα (L− θ.X )

= inf
ξ∈R

inf
θ∈L0

Rd (Gℓ0)
E

[

ξ +
11− α

(L− θ.X − ξ)+

]

N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesEléments de la preuveRésultat de 
ontr�le sto
hastiqueinf
θ∈L0

Rd (Gℓ0)
CVaRα (L− θ.X )

= inf
ξ∈R

E

[ ess inf
θ∈L0

Rd (Gℓ0 )
E

[

ξ +
11− α

(L− θ.X − ξ)+

∣
∣
∣
∣
Gℓ0]]ess inf

θ∈L0
Rd (Gℓ0 )

E

[

ξ +
11− α

(L− θ.X − ξ)+

∣
∣
∣
∣
Gℓ0] (ω) = min

θ∈Rd V (ω, ξ, θ)

= V (ω, ξ, θ̃α) p.s.
⊲ V (ω, ξ, .) est 
onvexe, Lips
hitz, lim|θ|→+∞ V (ξ, θ) = +∞.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesEléments de la preuveMaintenant, on 
her
he à résoudreinf
ξ∈R

E

[V (ξ, θ̃α)
]

= inf
ξ∈R

E

[ ess inf
θ∈L0

Rd (Gℓ0)
V (ξ, θ)

]

⊲ ξ 7→ E

[ess infθ∈L0
Rd (Gℓ0 ) V (ξ, θ)

] est Lips
hitz, 
onvexe, etlim|ξ|→+∞ E

[ess infθ∈L0
Rd (Gℓ0 ) V (ξ, θ)

]

= +∞ (uniformément en
θ !).
⊲ Il existe (ξ∗α,2, θ∗α,2) solution du problème à un pas. V (ω, ξ, .) estdi�érentiable :ArgminV (ω, ξ, .) =

{

θ ∈ R
d | ∇θV (ω, ξ, θ) = 0} 6= ∅,N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesCouverture dynamique du risque statiqueinf
θ∈A

CVaRα

(L− M∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ

)

= inf
ξ∈R

inf
θ∈A

E



ξ +
11− α

(L−

M∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ − ξ

)

+



HypothèsesL ∈ L
1
R
(P), ∆Xℓ ∈ L

1
Rd (P), ℓ = 1, · · · ,Mess infu∈L0

Rd (Gℓ−1,P), |u|=1 E [(u.∆Xℓ)+ | Gℓ−1] > 0 p.s.Existen
e de stratégies optimalesEn utilisant les idées du prin
ipe de la programmation dynamique(fon
tions de Bellman, résolution ba
kward, ...), on montrel'existen
e d'une stratégie optimale.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesComment le risque évolue au 
ours du temps ?Les (bonnes) propriétés de la G-CVaR
⊲ Le risque du portefeuille à la date ℓ :

Gℓ-CVaRα

(L− M∑k=1 θk−1.∆Xk) , ℓ = 0, · · · ,M.Surmartingale & Convergen
eSoit M = +∞ et L ∈ L1(G∞, P) où G∞ = ∨ℓGℓ.1 (Gℓ-CVaRα(L))ℓ≥0 est une (G, P)-surmartingale.2 Gn-CVaRα(L) p.s.
−→ L, n → +∞.Le risque dynamique est 
ohérentL'estimation à la date 0 du risque dynamique :

(E [Gℓ-CVaRα(L)])1≤ℓ≤M dé
roit ave
 le temps ! Le risque aléatoiredé
roit jusque L.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesEvolution du risque du portefeuille dynamiquePropositionSi X est une (G, P)-martingale. Alors
Gk -CVaRα

(L− M∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ

)

=

k∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ

+ Gk -CVaRα

(L− M∑
ℓ=k+1 θℓ−1.∆Xℓ

)

.et,
E

[

Gk -CVaRα

(L−

M∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ

)]

= E

[

Gk -CVaRα

(L− M∑
ℓ=k+1 θℓ−1.∆Xℓ

)]

.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging
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Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesMéthode numériques : algorithme sto
hastiqueCouverture à un pas du risque forwardOn veut résoudre le problème à un pas du risque forward :inf
θℓ0∈L0Rd (Gℓ0 ,P)

E [Gℓ0-CVaRα (L− θℓ0 . (XM − Xℓ0))] .HypothèsesLe pro
essus (Xℓ,Zℓ)0≤ℓ≤M à valeurs dans R
d × R

q est
(G, P)-markovien.On 
onsidère la modélisation suivante :XM−Xℓ0 = G (Xℓ0 ,Zℓ0 ,Uℓ0+1), and L = F (Xℓ0 ,Zℓ0 ,Uℓ0+1), Uℓ0+1⊥Gℓ0 .N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesPropriété de Markov + Quanti�
ation ve
torielleV (ξ, θ, x , z) = E

[v(ξ, θ,U) := ξ + 11−α

(F (x , z ,U) − θ.G (x , z ,U) − ξ
)

+

].inf
θℓ0∈L0

Rd (Gℓ0 ,P)
E [Gℓ0-CVaRα (L− θℓ0 . (XM − Xℓ0))]

= E













ess inf
θℓ0∈L0(Gℓ0 ,P),ξ∈L0(Gℓ0 )

E

[

ξ +
11− α

(L− θℓ0 . (XM − Xℓ0) − ξ)+ | Gℓ0]
︸ ︷︷ ︸

=

(min
(ξ,θ)∈R×Rd V (ξ,θ,x,z))

|x=Xℓ0 ,z=Zℓ0












,

≈

Nℓ0∑j=1 min
(ξ,θ)∈R×Rd V (ξ, θ, x jℓ0 , z jℓ0)P ((Xℓ0 ,Zℓ0) ∈ Cj (xℓ0 , zℓ0))Quanti�
ation ve
torielle optimaleLe problème global est devenu lo
al ! Pour 
haque noeud de la grille dequanti�
ation, on résout un problème d'optimisation 
onvexe.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesOn résout le problème lo
al par algorithme sto
hastiqueV est 
onvexe, di�érentiable,
∇(ξ,θ)V (ξ, θ) = E [(H1 (ξ, θ,U) ,H2:d+1 (ξ, θ,U))] .A�n d'estimer les zéros de ∇(ξ,θ)V , pro
édure R-M :

ξn = ξn−1 − γnH1 (ξn−1, θn−1,Un) ,

θn = θn−1 − γnH2:d+1 (ξn−1, θn−1,Un) ,

⊲ On estime la CVaR lo
ale par une pro
édure 
ompagnonCn = Cn−1 − γnHd+2 (ξn−1, θn−1,Cn−1,Un)H1 (ξ, θ, u) = 1− 11− α
1{L−θX≥ξ},H2:d+1 (ξ, θ, u) = −

X1− α
1{L−θX≥ξ}et Hd+2 (ξ, θ,C , u) = C − v(ξ, θ).Convergen
e p.s.

(ξn, θn,Cn) p.s.
−→

(

ξ∗α(x jℓ0 , z jℓ0), θ∗α(x jℓ0 , z jℓ0), inf
(ξ,θ)∈R×Rd V (ξ, θ, x jℓ0 , z jℓ0)) .N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesEstimation de stratégie dynamiqueCrude hedging (C.H.) inf
θ∈A

CVaRα

(L− M∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ

)

,Modélisation :Xℓ−Xℓ−1 = Gℓ(Xℓ−1,Zℓ−1,Uℓ), and Zℓ = Tℓ(Zℓ−1,Uℓ), Uℓ⊥Gℓ−1,
⊲ Quanti�
ation ve
torielle à 
haque date (Xℓ,Zℓ)1≤ℓ≤M .
⊲ Pour 
haque date et 
haque point de la grille de quanti�
ation,la stratégie : θjℓ, ℓ = 0, ...,M − 1, j = 1, ...,Nℓ.
⊲ VaRα et CVaRα ne dépendent pas du noeud 
onsidéré puisque lerisque est statique.Problème de la dimensionQuand la dimension de l'algorithme est faible (≤ 100), il est trèse�
a
e : peu de dates et d'a
tifs et peu de points de quanti�
ation.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesAutres méthodes : 1/3Ba
kward hedging (B.H.)A la date M − 1. On résoutinf
θ∈A

E

[

GM−1-CVaRα

(L− M∑
ℓ=1 θℓ−1.∆Xℓ

)]

= inf
θM−1∈L0

Rd (GM−1) E [GM−1-CVaRα (L− θM−1.∆XM)] ,solution θbM−1, on re
ule d'un pasinf
θM−2∈L0

Rd (GM−2) E

[

GM−2-CVaRα

(L− θbM−1.∆XM − θM−2∆XM−1)] ,solution θbM−2, et
...propagation d'erreurOn 
ontr�le le risque dynamiquement mais il y a une propagationde l'erreur.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesAutres méthodes : 2/3Martingale De
omposition method (M.D.H.)On é
rit L 
omme une somme d'a

roissements de martingaleL = E [L] +

M∑
ℓ=1 ∆̃Lℓ, ∆̃Lℓ = E [L| Gℓ] − E [L| Gℓ−1]inf

θ∈A
CVaRα

(L− M∑
ℓ=1 θℓ−1∆Xℓ

)

≤ E [L] +M∑
ℓ=1 inf

θℓ−1∈L0
Rd (Gℓ−1)CVaRα

(

∆̃Lℓ − θℓ−1∆Xℓ

)

.et on résout 
haque problème en utilisant la minoration suivante :inf
θℓ−1∈L0

Rd (Gℓ−1)E [Gℓ−1-CVaRα

(

∆̃Lℓ − θℓ−1∆Xℓ

)]

≤inf
θℓ−1∈L0

Rd (Gℓ−1)CVaRα

(

∆̃Lℓ − θℓ−1∆Xℓ

)

.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesAutres méthodes : 3/3Classi
al de
omposition hedging (C.D.H.)On é
rit L 
omme une somme d'in
réments 
lassiquesL = L0 +
M∑

ℓ=1 ∆Lℓ, ∆Lℓ = Lℓ − Lℓ−1inf
θ∈A

CVaRα

(L− M∑
ℓ=1 θℓ−1∆Xℓ

)

≤ E [L] +M∑
ℓ=1 inf

θℓ−1∈L0
Rd (Gℓ−1)CVaRα (∆Lℓ − θℓ−1∆Xℓ) .et on résout 
haque problème lo
al :inf

θℓ−1∈L0
Rd (Gℓ−1)E [Gℓ−1-CVaRα (∆Lℓ − θℓ−1∆Xℓ)] ≤inf

θℓ−1∈L0
Rd (Gℓ−1)CVaRα (∆Lℓ − θℓ−1∆Xℓ) .N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesImportan
e Sampling et Variable de 
ontr�le linéaire
⊲ α ∼ 1, 
onvergen
e lente et 
haotique : problèmes desévènements rares.
⊲ 2 te
hniques de rédu
tion de varian
e 
ombinées adaptativementave
 (ξn, θn,Cn)n≥1 :1 importan
e sampling ré
ursif : on translate la distribution despertes dans la zone intéressante, i .e. la queue de distribution.2 Variable de 
ontr�le linéaire : X est une martingale alors

E [∆Xℓ] = 0. ∆Xℓ peut être utilisée 
omme variable de
ontr�le.
N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging
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Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesExemples numériquesCouverture à un pas du risque statique d'une option spark spreadL =
(SeM − hRSgM − C)

+
,où M = 1 (an), hR = 4BTU/kWh, C=3$/MWh, σg = 0.4,

σe = 0.8, Se , Sg are two G.B.M. with Se0 = 40$/MWh,Sg0 = 3$/MMBTU.
⊲ une simulation M.C. donne E [L] = 11.86 ave
 une varian
e de3692 en utilisant 3 000 000 simulations.(VRCVaR (LCV)≈ 2)Sans 
ouverture Ave
 
ouverture un pas

α VaR CVaR VaR θ∗α CVaR VRCVaR (IS)95% 65.1 114.4 63.1 7.8 98.3 16.799% 142.2 208.3 120.2 13.6 163.2 19.099.5% 183.1 257.8 146.8 16.4 190.2 20.2N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesHistogram of the loss with and without hedging
Histogram of Loss with and without CVaR hedge 95%
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Figure: Histogramme de la perte ave
 (ligne pointillée) et sans (lignenormale) 
ouverture au niveau α = 95%.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesComparaison entre α = 95% et α = 99%.
Histogram of Loss with CVaR hedge 95 and 99%%
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Figure: Histograme de la perte ave
 α = 95% (ligne normale) et
α = 99% (ligne pointillée).N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesCouverture de la 
onsommation
⊲ Fournisseur de gaz :a
hète sur le mar
hé spot une quantité CM de gaz au prix SgMla vend au prix K = 11=C/MWh à ses 
lients.
⊲ CM = a− b × TM est la 
onsommation à la date M = 1 an ave
a = 100 Mwh et b = 3 MWh/C o .
⊲ La température est modélisée en utilisant un pro
essus d'O-UdTt = −λ(Tt −m)dt + σT dWt ,Les deux M.B. sont 
orrélés ave
 ρ = −0.8. La perte s'é
ritL = (SgM − K )CM .N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesRésultats
Sans 
ouverture Couverture un pas

α VaR CVaR VaR θ∗α CVaR95% 784.6 1226.3 259.6 81.6 366.599% 1452.4 2012.3 437.1 89.9 537.399.5% 1769.9 2382.8 505.7 92.3 608.6Table: Couverture un pas du risque statique de la 
onsommation de gaz
N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesHistogrammes des pertes
Histogram of Loss with and without CVaR hedge 95%
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Figure: Histogrammes des pertes ave
 (ligne pointillée) et sans (lignenormale) 
ouverture en CVaR ave
 α = 95%.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesCouverture dynamique3 di�érents nombres de dates de rebalan
ement : M = 4 (
haquetrimestre), M = 12 (
haque mois), M = 52 (
haque semaine) et leseuil de 
on�an
e α = 95% est �xe. 10 points de quanti�
ation.C.H. B.H. M.D.H. C.D.H.M VaR CVaR VaR CVaR VaR CVaR VaR CVaR4 178.3 240.9 175.9 252.5 177.8 252.9 178.9 259.212 163.2 214.1 160.7 233.8 158.7 221.7 161.9 232.952 272.6 395.1 158 233.2 148.7 210.1 153.1 223.7Table: Couverture en CVaR de la 
onsommation au seuil 95% ave
 4di�érentes méthodes.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging



Introdu
tion Aspe
ts Théoriques Aspe
ts Numériques Exemples numériquesComparaison 
ouverture un pas et 
ouverture statique
Histogram of CVaR hedged loss at level 95% using static and dynamic strategy
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Figure: Histogrammes de la perte 
ouverte en CVaR au seuil α = 95% enutilisant une stratégie un pas (ligne normale) et une stratégie dynamique(ligne pointillée) ave
 la méthode M.D.H., 52 dates de rebalan
ement.N. Frikha, G. Pagès, O. Bardou. CVaR hedging
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