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Formule de Feyman Kac
La formule

BSDE

Soit p : Ry xRY — RY, et 0 : Ry x RI — S

lipschitz en x uniformément en t et a croissante linéaire.

dXy = pu(t, x)dt + o(t,x)dW;
Soit I'opérateur différentiel

dy 1
LXo = =4 pu-Dp+ oot D?%p.
% ot +p- Do+ 200 4
On considere le probleme :

{ —LXv+kv—Ff=0
v(T,x) = g(x);

Si solution réguliere v a croissance polynomiale

v(t,x) =E; {

T
s T
[ e MR (s, X )ds + gXp)em I KX
t
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Formule de Feyman Kac
Valorisation

BSDE

Schéma d'Euler pas h = Tt, t; = ih

0 _
X, =x

Xt = u(t, X, A+ o6, X AW,
avec AW,y = Wy, — W;,_,.

2
=

Y;

I
<}

Approximation des intégrales plus échantillonnage (Monte Carlo)

-1

e~ Thea IX i, Xi9) + g0y BHE o)

1 :
v(t, x) =~ - Z g
J
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Formule de Feyman Kac

BSDE

Quenez, El Karoui)

en t.

Backward Stochastic Differential Equation (Peng ,Pardoux,

Supposons pour f(t, x, y, z) lipschitz en (x,y, z) et uniformément

{

—LXv(t,x) — f(t, x, v(t,x),c T DV(t,x)) =0
v(T,x) = g(x);
a une solution classique a croissante polynomiale. Alors

v(t,x) = Y qui est I'unique solution " adaptée de
dX: = p(t, x)dt + o(t,x)dW;

dYs™ = —f(s, Xs™, Y&, Z8)ds + Z:* dWs
Y2 = g(X7)

o f=0, Y =E; [g(X?)]

e Extension quadratique Imkeller, Reis 2009. _
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Formule de Feyman Kac

BSDE

Schéma classique de résolution de BSDE

Bally-Pages 2003, Zhang 2004, Bouchard Touzi 2004, Gobet
Labart 2006
Simulation de X,';’j par schéma d'Euler (j =1, MC, i =1, N)
H Utilisation du schéma backward
Yol = g(Xy')
Y] =R, [V, +f(t, X, Y], Z)h, 0<i<N-1

i i1 W =Wy
Zh - Efi Yh h

RENEILS

Non unicité du schéma forward

d;(t = dXt aF ﬁtdt

f(t,x,y,z) =1f(t,x,y,z) — [tz

Y solution de la méme EDP

v

HAC
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Formule de Feyman Kac

BSDE
Autres schémas possibles

Autres versions explicite qui évite les itérations de Picard sur Y,;'

Yi=E, [V + (6, X, Y Z)h ,0<i<N-1
Yi=E, [Yi] + f(t, X0 E, [V ZDh0<i<N—1
Autre Schéma a base de Monte Carlo

e Bender Denk 2007 (idée style Longstaff Schwarz)
e Gobet Labart 2009
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Part 1l
Les EDP totalement non linéaires

«O0» «F»r» «E» «E» = DA
Xavier Warin Calcul d’option




Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre
But et état des lieux

Résoudre

—LXv—f (-, v, Dv, D2v) =0, on|0,T) x RY, (3.1)
v(T,)=g, on €RY. (3.2)

Premier papier de Cheridito, Soner, Touzi Victoir (2007)
Proposition d'un schéma particulier (utilisation d’lto sur u et Du):

N.j N.j

th Y= g(Xh j) . ...
Yi =By, [V + F(t, X], Y, Z), Th)h,
Z;, = ]Et,'

(UT)*l Y,:'HM]
r;, = ]Et,'

0<i<N-1
i1 AW N
Zh+1 - (U) 1
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Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Une nouvelle approche

Par formule d'lto sur un pas tel que X;, = x:

tit1
E¢ «[v (tiv1, Xen)] = v(ti,x) +Eg « [/ va(t,Xt)dt]
tj
Soit

tiy1
Ei’i,X [V (ti+17Xti+1)] - V(t,',X) - Eti,x |:/ f(a v, DVa D2V)(ta Xf)dt:|
ti

Suggere (approximation de Rieman pour I'intégrale) :
Vh(tiax)

- Efi,x [[Vh (ti+17 Xti+1 )] + hf (Xa Et,’,x [Vh (ti+17 Xti+1 )] )
IEt,‘,X

Dv" (ti+17 Xff+1 )] ) Etf,x [Dz vh (ti+17 Xti+1 )] )

«O0>» «F>» «E» (=) DA
Xavier Warin Calcul d’option



Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Espérance conditionnelles et intégration par partie du
noyau gaussien

Pour toute fonction de (0, T] x RY & R avec croissance
exponentielle:

(]Et,-,x [DV (t/+17 Xt,url)] ) Et,-,x |:D2V (ti+17 Xt,url)]) — E[V(ti+l7
ot Hy = (HI'  HY) et

Xt,‘,x

e1 JHA(ti, x)]
—1 Wh —1 WhWT — hld _
Y e W R e LA
Mise sous forme de SOBSDE :

o U
Yi; = Efi [Yi:+1] + f(tv XilnEti [YI;_H]?Z;H r%)h’
Zj =E [(o") Y 1AM

[ i+ =il AW; AW —hl =
r’h ]Et,- \/’; 1( ) 2; d y 1:|
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Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Quelques remarques générales

Si approximation du brownien par arbre binomial :

Wh:%<5ﬁ+5_ﬁ>

alors on retrouve le schéma différence finie centré
AW t h) —u(t,x —Vh
E u(t—l—h,X,f’X)—} v Wi I = ol =
h 2vh

Sur la méthode : non unicité de la volatilité du processus forward :
dX; = dX; + fiedt + Gdw,

b

?(t7x7y727’)/) = f(t,X,y,Z,’Y) _ﬂfz_ %Tr [&5T7]

~ st . A B
i(t,x) = Y, est solution de la méme EDP non linéaire.
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Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Quelques remarques schéma 1 (Fahim and al)

e Symetrie de I’

e Calcule le gradient directement a partir des valeurs de la
fonction au pas de temps suivant : Si approximation du
brownien par un arbre trinomial, on retrouve le schéma
différences finies centrées pour la dérivee seconde :

1

Wh = 6 (5{m} +45{0} +5{7\/37h}>

E: x [Dzu(t—i— h, X;;,X):I ~ u(t, x + \/ﬁ) = 2u§;;X) + u(t,x — \/ﬁ)7
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Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Schéma 2 (Cheridito and al)

e Non symetrie de I'

e Calcule le gradient comme dérivée de la dérivée au pas de
temps suivant,

o Nécessité d'avoir une condition terminale pour Z

it
v

«0O)>» «F»r « > < = Q>
Xavier Warin Calcul d’option



Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Résultats de convergence (Fahim, Touzi, Warin 09)

Si f(t,x,y,z,7) en plus lipschitz uniformement en x et
el < Dyf <ool, YJ(t,x) — v(t,x) uniformement sur tout
compact ot v est solution de viscosité de I'EDP.

si f résulte d’une optimisation de style HJB,
_Ch1/10 <v-— Vh < Ch1/4

v

Preuve de (2) basée sur Barles Jakobsen 2007 utilisant la méthode
de Krylov des coefficients secoués.
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Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Quelques remarques sur la vitesse de convergence

e Si f(7) =", on trouve un taux de convergence en O(h'/?),

o EDP : Ax = O(\/h), soit des termes d’erreur en O(Ax'/>) et
O(Ax/?)

e Pour les différences finies :

e si solution réguliere , convergence en O(Ax) pour schéma
décentré, O(Ax?) pour schéma centré,

e dans le cas général, convergence en O(v/ Ax) pour schéma
décentré.
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Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Calcul d'espérance conditionnelles par Malliavin

Utilisation de fonction de localisation exponentielle nécessaire
(¢(x) = exp(—nx) Bouchard Touzi 2004)

E(Sx(X;)f(X;
BafOe) = Sl R
M
_ 1,0y 55 () _ iy Wi _ AW
~ Elx,’"“)»(/)f(x” )o(Xy x)( t,- i +n)
M : w?  aw®
lez,(:)”dﬂx/,’“) O ===+
=1 i
MC ; ) aw)? 0
PN LG <'>)¢(x;<’>_x<'>)(1_7( h ) + (== +maw)
I=1 i
Et; x(F(Xit1)AW;) ~ e o 0 w0 Aw®
1. X' i i
; X0 #( x7)( ; P
()3 0
%IX",(/) PUCARDICNTAES (2) + (% 4 pawy)
. 2y =1 h 2% G
E; x(F(Xi11) AW)) =~ i o o W AW
le;;,(/) >X¢(X,,’ —x7)( ==
I=1

i
tj

+

h) )
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Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Remarques sur Malliavin

e Variance théorique minimale pour n = 1/v/h, n = v/2/\/h et
n = \/7/\/3h respectivement.

o Tests numériques avec 7 = 5./v/h.

e Eviter le calcul exact du dénominateur : utiliser le méme
schéma que le numérateur
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Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Utilisation de Malliavin en grande dimension

Présence de fonction heaviside a calculer :
e Calcul bestial en O(n?)
e Calcul par algorithme de tri (Bouchard Warin (20097107)).
e O(nlog n) en dimension 1,
e O(n(log n)9=1) en dimension supérieure.
Temps de calcul d'une espérance conditionnelle par Malliavin:

Dimension | Nombre de particules | algo BW (seconde)
2D 400000 11

2D 1600000 5.8

2D 6400000 28.4

3D 400000 9.85

3D 1600000 51.28

3D 6400000 260

4D 400000 38.85

4D 1600000 211

4D 6400000 989
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Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Espérance conditionnelle par regression

Lemor-Gobet-Warin (2005)
Recommendation:

e Ne pas utiliser de fonctions de base globales (méthode

spectrale : oscillations pour une nombre fini de particule dues
a la régression)

e Utilisation de fonctions de base locale adaptées a la densité de
la distribution sous jacente (style élément fini non conforme) :
fonction de base linéaire sur chaque maille.

Autre avantages
Matrice du probleme adjoint associé a la régression tres creuse

A Possibilité de monter en dimension avec un trés grand nombre
de fonctions de base.

«O0>» «F>» «E» «E>»

na
Xavier Warin Calcul d’option



Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Mean Curvature Flow 3D

Trouver la geometrie caractérisée par annulation de v solution de

Dv - D?vD
ve — Av + % =0 et v(0,x)=g(x) (4.3)

Solution pour sphére de rayon 2R : sphére de rayon
R(t) =2VR? —t.
Choix g(x) := 4R? — |x|? positive dans la sphere , négative sinon.
Inversion en temps :

—v¢ — 302Av+ f(x,Dv,D?v) =0 and v(T,x) = g(x),

f(x,z,7) =7~ (%02 — 1) e Z‘ZTZZ

e Processus forward sous jacent associé a une diffusion simple
de volatilité o,
e Troncature de f a 200
e couplage avec algorithme de suivi de frontiére (utilisation de
Z le gradient). o my zy ez pao



MCF : quelques graphes

Figure: schema 1 : solution temporelle pour«diverses volatilités

na
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La mise en oeuvre

MCF : quelques graphes (2)

Figure: MCF en 2D «O» «Fr « > < » = VAl
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Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Quelques précisions sur les parameétres de calculs

e Résultats obtenus par Malliavin et Regression en 2D et 3D,

e Résultats obtenus avec 1 million de particules (calcul de
référence)

e Pas de temps de 0.0125,

[

10 * 10 * 10 mailles pour regression en 3D (soit 4000 ddl)

Regression un plus rapide et un peu plus précise.

«40>» «F» «E» « >

na
Xavier Warin Calcul d’option



Introduction et résultats théoriques
La mise en oeuvre

Un probleme d'optimisation de portefeuille en dimension 2

Modele de Heston

dS; = pSedt + /Y SedWd
dY: = k(m— Yy)dt+ c\/Y; (det(l) +/1- p2th(2)) :
Optimisation par fonction d'utilité exponentielle, état du systeme
(S¢, Ye) = (x,y). Valeur du portefeuille v(t,x, y) solution de
v(T,x,y)=—e "™

(pvx + P‘:}’ny)2
2YVix ’

0=—vi—k(m—y)v, — %czyvyy +

Solution quasi explicite (intégrale)
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Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Optimisation de portefeuille en dimension 2 (suite)
Réécriture :

—vt — k(m—y)v, — %czyvyy — %ozvxx + f (y, Dv,D?v) =0,
v(T,x,y)=—e ™

olloc >0et f:R xR2xS, est donné par :

f(y,z,7)

1, 0
—0
5 Y11

(nz1 + peymn2)?
2y711 '
Sous cette forme I'EDS forward est donnée par :

dxH = caw®

dX? = k(m — XP)dt + c\/ XPdw .
Nécessité de tronquer f
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La mise en oeuvre

Quelques résultats numériques en 2D

Figure: Erreur valeur du portefeuille

Le schéma 2 (Cheridito) apparait supérieur,
Probleme si volatilité o choisie trop petite,
Convergence lente si o trop grand,

Résultats confirmé par un probleme de portefeuille en
dimension 5.
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Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Quelques précisions sur les parameétres de calculs

e Résultats obtenus par Malliavin et regression,
e 2 millions de particules utilisées

e 40 % 10 mailles en dimension 2 (soit 1200 ddl)

«O0>» «Fr «E>» < » = Q>
Xavier Warin Calcul d’option



Introduction et résultats théoriques

La mise en oeuvre

Optimisation de portefeuille en dimension 5

Taux d'intérét :

dre = r(b—ry)dt+ cdw®.

2 actifs suivant un modele a vol stochastique CEV

a5 = st 4 g0/ YOS gD g, — 1,
day{) = K (m,- = Yt(i)) dt + ci\/ Y aw

Méme probleme d’optimisation de portefeuille.
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Introduction et résultats théoriques

EDP en dimension 5

La mise en oeuvre

On pose

LS v = 14151 Vs,

L'v = k(b —r)v, + %szrh LYv = Z:?:l ki (mi — yi) vy, + %Cizyiv}’i}’iﬂ
%U%Slylvslsl.
L'EDP reformulée

—ve— (LT + LY + L)y —

1
2
V(T,X, r7515y15y2) = —€ 77X’

UZVXX +f ((Xa r, 51a)’1,)’2), va DQV) = 07
1
f(x,z,7)

2
-0 711 — x1xez +

23
(11 — %)z + o3xax t
2022?12

—il
71,3)° L (2 = x)z1)?
X3 Y11 203x5711
«0>» «F»r « > < > na
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La mise en oeuvre

Résultats en 5D

Solution of the fin

a1 5 dinension prablon uith 30 nillion:

Figure: Probleme d’optimisation de portefeuille en dimension 5 pour

différentes volatilités , 3 et 30 millions de particules (méthode Cheridito
and al et Régression)
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